
⼀、隐⻢尔可夫模型 00:25
1. 切⽐雪夫 04:30

 师⽣关系：⻢尔可夫是著名数学家切⽐雪夫的学⽣，切⽐雪夫提出了⼤数定律和切⽐
雪夫不等式等重要统计学理论。

2. ⻢尔可夫性 07:14

1）⻢尔可夫性的定义 07:18

 核⼼概念：随机过程푋푡中，푆푡 + 1的状态仅依赖于푆푡，⽽与푆1到푆푡 - 1⽆关，即
푃(푆푡 + 1|푆푡,푆푡 - 1,...,푆1) = 푃(푆푡 + 1|푆푡)

 数学表示：满⾜该性质的随机变量序列푆1,푆2,...称为⻢尔可夫链(MC)
2）⻢尔可夫性的通俗解释 09:10

 时间关系：未来状态只与当前状态有关，与过去状态⽆关
 ⽣活启示：该性质可形象理解为"要想放眼未来，就要珍惜当下"
3）状态空间与⼀步转移概率 11:35

 状态空间：类似随机变量的样本空间，包含所有可能状态푄 = {푞1,푞2,...,푞푁}
 转移概率：从状态푞푖转移到푞푗的概率记为푝푖푗，称为⼀步转移概率
4）状态转移概率矩阵 13:38

 矩阵形式：所有转移概率组成的N×N矩阵P，其中푝푖푗表示从푞푖到푞푗的转移概率
 性质要求：

o 每⾏元素和为1：∑ 푁푗 = 1푝푖푗 = 1
o 每个元素0 ≤ 푝푖푗 ≤ 1

5）例题1:天⽓状态转移概率矩阵 15:40





 状态设置：晴天、多云、下⾬三种天⽓状态
转移矩阵：



0.65 0.10 0.25
0.25 0.25 0.50
0.25 0.15 0.60

푎11
 矩阵解读：

o 对⻆线元素表示保持原状态的概率
o ⾮对⻆线元素表示状态间转换概率
o 每⾏概率和为1，符合概率分布要求

6）初始状态分布向量 20:41

 定义：휋 = (휋1,휋2,...,휋푁)表示初始时刻各状态的概率分布
 性质要求：

o ∑ 푁푖 = 1휋푖 = 1
o 0 ≤ 휋푖 ≤ 1

7）⻢尔可夫链两⼤要素 21:55

 构成要素：
o 状态转移概率矩阵P
o 初始状态分布向量휋

 决定原理：已知当前状态和转移矩阵即可确定下⼀时刻状态
8）例题2:天⽓预报的⻢尔可夫链原理 22:45


 初始条件：휋 = (0.9,0.05,0.05)表示当前⼤概率是晴天
 预测⽅法：通过连续乘以转移矩阵P预测未来天⽓

o 1天后：P
o 2天后：푃2



o 3天后：푃3
 计算结果：三天后天⽓概率为(0.43,0.38,0.38)，仍以晴天概率最⼤但需带伞防范
3. ⻢尔可夫模型 24:40

 要素扩展：从⻢尔可夫链的两个要素(初始分布和转移矩阵)扩展到三个要素
 隐藏特性：引⼊观测序列的概念，状态序列变为隐藏的
4. 隐⻢尔可夫模型 25:16

1）初始状态概率分布 26:00


 状态空间定义：记作Q，包含N个状态{푞1,푞2,...,푞푁}
 分布元素：휋 = {휋1,휋2,...,휋푁}，其中휋푖表示初始处于第i个状态的概率
 数学表示：휋푖 = 푃(퐼1 = 푞푖)，퐼1代表初始时刻的状态变量
2）状态转移概率矩阵 26:28

 状态序列表示 27:28
o 序列符号：퐼 = {퐼1,퐼2,...,퐼푇}，퐼푡表示第t时刻的状态
o 下标说明：字⺟I表示状态变量（替代S符号），数字下标表示时刻序号

 矩阵定义与结构 30:07
o 矩阵阶数：N×N⽅阵，记为A

元素排列：

o

푎11 푎12 ⋯
⋮ ⋮ ⋱
푎푁1 푎푁2 ⋯

 元素含义 30:55
o 转移概率：푎푖푗 = 푃(퐼푡 + 1 = 푞푗|퐼푡 = 푞푖)
o 双重下标：第⼀个下标i表示当前状态，第⼆个下标j表示转移⽬标状态

 约束条件 32:06



o ⾏和归⼀：∑ 푁푗 = 1푎푖푗 = 1（每⾏构成概率分布）
o 值域限制： ∀ 푎푖푗 ∈ [0,1]

3）观测概率矩阵 33:04

 观测空间定义 33:05
o 符号表示：푉 = {푣1,푣2,...,푣푀}，包含M种可能观测值
o 观测序列：푂 = {푂1,푂2,...,푂푇}，푂푡表示第t时刻的观测

 矩阵结构与含义 34:00
o 矩阵阶数：N×M矩阵，记为B
o 元素定义：푏푗(푘) = 푃(푂푡 = 푣푘|퐼푡 = 푞푗)
o 特殊说明：表示在状态푞푗时观测到푣푘的概率

 矩阵约束条件 35:50
o ⾏和归⼀：∑푀푘 = 1푏푗(푘) = 1（每⾏构成概率分布）
o 值域限制： ∀ 푏푗(푘) ∈ [0,1]

 三要素总结 38:03
o 完整定义：隐⻢尔可夫模型由(휋,퐴,퐵)三元组确定

 휋：初始状态概率分布
 A：状态转移概率矩阵
 B：观测概率矩阵

核⼼特征：状态序列不可观测（隐藏），只能观测到依赖状态的输出序列
o 注：所有时间戳均根据课程记录中的ppt_name和讲解进度标注，图⽚插⼊位置与

对应知识点严格匹配。符号表示采⽤LaTeX格式，如状态转移概率푎푖푗写作푎_푖푗。
4）应⽤案例 38:38

 例题:三硬币模型观测序列⽣成
o 模型三要素



 初始状态分布：휋 = (
1
3,
1
3,
1
3)，表示等概率从A、B、C三枚硬币中随机选取

 状态空间：（圆圈标记⽤于区分矩阵符号）



 观测空间：푉 = {正,反}
 转移概率矩阵

矩阵结构：

 푎 =
0 0.4 0.6
0.3 0.5 0.2
0 0.5 0.5

 ⾏规范：每⾏概率和为1
 具体转移规则：

o A→B:0.4, A→C:0.6（⽆⾃转移）
o B→A:0.3, B⾃持:0.5, B→C:0.2
o C→B:0.5, C⾃持:0.5（⽆A转移）

 观测概率矩阵
矩阵结构：

 푏 =
0.5 0.5
0.3 0.7
0.85 0.15

 具体规则：
o A硬币：正反均匀（0.5/0.5）
o B硬币：偏反（正⾯0.3，反⾯0.7）
o C硬币：偏正（正⾯0.85，反⾯0.15）

 单次观测概率计算
 问题：求第⼀次观测为正⾯的概率푃(푂1 =正)

计算⽅法：全概率公式分解
 푃(푂1 =正) = ∑ 푖 ∈ {퐴,퐵,퐶}푃(푖1)푃(푂1 =正|푖1)
 具体计算：

 푃(퐴) × 0.5 =
1
3 × 0.5

 푃(퐵) × 0.3 =
1
3 × 0.3

 푃(퐶) × 0.85 =
1
3 × 0.85

 结果：0.1667+0.1+0.2833≈0.55
 连续观测概率计算




 问题：求푃(푂1 =正,푂2 =正)
 计算策略：双重全概率展开（9种路径组合）
 路径分解计算

 初始为A：
o A→A路径：0×0.5=0
o A→B路径：0.4×0.3=0.12
o A→C路径：0.6×0.85=0.51

o 组合概率：
1
3 × 0.5 × (0 + 0.12 + 0.51) = 0.105

 初始为B：
o B→A路径：0.3×0.5=0.15
o B→B路径：0.5×0.3=0.15
o B→C路径：0.2×0.85=0.17

o 组合概率：
1
3 × 0.3 × (0.15 + 0.15 + 0.17) ≈ 0.047

 初始为C：
o C→A路径：0×0.5=0
o C→B路径：0.5×0.3=0.15
o C→C路径：0.5×0.85=0.425

o 组合概率：
1
3 × 0.85 × (0 + 0.15 + 0.425) ≈ 0.163

 最终结果：0.105+0.047+0.163=0.315
 计算路径可视化




 正向计算：按时间顺序展开所有可能路径（绿⾊/紫⾊/橙⾊箭头）
 逆向计算：可考虑从终态反推（ABC汇聚计算）
 计算优化：后续将介绍更⾼效的前向-后向算法

5）观测序列⽣成算法 01:01:22


 ⽣成过程：根据隐⻢尔可夫模型휆 = (퐴,퐵,휋)⽣成观测序列푂 = (표1,표2,...,표푇)的步骤如

下：
o 按初始状态分布휋产⽣状态푖1
o 令푡 = 1



o 按状态푖푡的观测概率分布푏푖푡
(푘)⽣成표푡

o 按状态转移概率分布푎푖푡,푖푡 + 1
产⽣状态푖푡 + 1

o 令푡 = 푡 + 1，若푡 < 푇则转步骤3，否则终⽌
 核⼼要素：

o 初始分布：决定第⼀个隐藏状态的选取概率
o 状态转移：通过矩阵A控制状态间的转移规律
o 观测概率：矩阵B决定从隐藏状态⽣成观测值的概率

6）应⽤案例 01:04:14

 例题：盒⼦和球模型观测序列⽣成

o
o 模型设定：

 状态集合：푄 = {盒⼦1,盒⼦2,盒⼦3,盒⼦4}，푁 = 4
 观测集合：푉 = {红,⽩}，푀= 2
 初始分布：휋 = [0.25,0.25,0.25,0.25]

转移矩阵：

 퐴 =

0 1 0
0.4 0 0.6
0 0.4 0
0 0 0.5

观测矩阵：

 퐵 =

0.5 0.5
0.3 0.7
0.6 0.4
0.8 0.2

o 序列⽣成：
 随机选择初始盒⼦（等概率1/4）
 根据当前盒⼦颜⾊分布抽取球（如盒⼦1红球概率0.5）
 按转移规则确定下⼀个盒⼦



 重复5次得到观测序列如푂 = (红,红,⽩,⽩,红)
o 关键区别：

 相⽐三硬币模型，盒⼦数量增加到4个
 转移规则更复杂（如盒⼦4有0.5⾃环概率）
 观测概率计算⽅式相同（红球数/总数）

 隐⻢尔可夫模型三⼤问题
o 概率计算：

 直接计算法：列举所有可能状态序列组合（计算复杂度⾼）
 前向算法：按时间顺序递推计算概率
 后向算法：逆向递推计算概率

o 学习问题：通过观测序列估计模型参数휆 = (퐴,퐵,휋)
o 预测问题：根据模型和观测序列预测未来状态
o 算法选择：

 前向/后向算法⽐直接计算更⾼效
 前向算法适合实时计算
 后向算法常与前向算法结合使⽤

7）概率计算算法 01:12:17

 直接计算法 01:13:51

o
o 隐⻢尔可夫模型的三要素 01:13:56

 模型组成：隐⻢尔可夫模型휆由三要素组成：
 휋：初始状态概率分布
 A：状态转移概率矩阵
 B：观测概率矩阵

 参数表示：模型参数记作휆 = (휋,퐴,퐵)
o 观测序列的⽣成过程 01:16:18




 输⼊输出：

 输⼊：模型휆和观测序列⻓度T
 输出：观测序列푂 = (표1,표2,...,표푇)

 ⽣成步骤：
 按휋产⽣初始状态푖1
 令푡 = 1
 按푏푖푡

(푘)⽣成표푡
 按푎푖푡,푖푡 + 1

产⽣푖푡 + 1
 푡 = 푡 + 1，若푡 < 푇返回步骤3

o 计算每⼀种状态组合的概率 01:18:01
 状态组合数量：对于T个时刻和N个状态，共有푁푇种可能的状态序列
 计算复杂度：直接计算法需要计算푇 × 푁푇次运算

 三硬币例⼦：3푇种组合
 四状态例⼦：4푇种组合

o 计算状态概率和观测概率 01:20:51




 状态概率计算：

 初始状态：푃(푖1|휆) = 휋푖1
 转移概率：푃(푖푡 + 1|푖푡) = 푎푖푡,푖푡 + 1

 观测概率计算：在状态푖푡下观测到표푡的概率为푏푖푡
(표푡)

o 联合概率的计算⽅法 01:23:06
 乘法公式：푃(푂,퐼|휆) = 푃(퐼|휆)푃(푂|퐼,휆)

展开形式：
 푃(푂,퐼|휆) = 휋푖1

푏푖1
(표1) ∏

푇
푡 = 2푎푖푡 - 1,푖푡

푏푖푡
(표푡)

 两种理解⽅式：
 先计算状态序列概率，再计算观测概率
 交替计算状态转移和观测概率

 全概率公式的应⽤ 01:24:20
观测序列概率：对所有可能状态序列求和

 푃(푂|휆) = ∑ 퐼푃(푂,퐼|휆)
 具体实现：需要枚举所有푁푇种状态序列组合

o 直接计算法的复杂度 01:25:27




 时间复杂度：푂(푇 × 푁푇)
 计算瓶颈：

 状态数量N增加会指数级增⼤计算量
 序列⻓度T增加会线性增⼤计算量

 适⽤场景：仅适⽤于⼩规模问题，需要更⾼效的算法（如前向算法）
 前向算法 01:26:18

o 三硬币模型观测概率计算 01:30:17
 模型基本设定



 初始概率分布:휋 = (
1
3,
1
3,
1
3)，表示三个硬币被选中的初始概率相等

 状态空间: Q={A,B,C}，对应三种硬币



 观测空间: V={正,反}，表示硬币的两种可能结果
 直接计算法

 单时刻概率计算

o
o 计算⽅法:

第⼀个时刻观测到正⾯的概率由全概率公式计算：
 푃(푂1 =正) = ∑ 푖 = 퐴,퐵,퐶푃(푖1 = 푖)푃(푂1 =正|푖1 = 푖)
 具体计算示例：

 硬币A：
1
3 × 0.5 =

1
6

 硬币B：
1
3 × 0.3 = 0.1

 硬币C：
1
3 × 0.85 ≈ 0.283

 多时刻联合概率

o



o 计算复杂度: ⾼达푇 × 푁푇，其中T为时刻数，N为状态数
o 缺点: 需要计算所有可能状态序列的组合，计算量随时刻数指数增

⻓
 前向算法

 算法原理

o
o 核⼼思想: 通过汇聚计算减少重复运算

递推公式:
o 훼푡 + 1(푖) = ∑ 푁푗 = 1훼푡(푗)푎푗푖 푏푖(표푡 + 1)
o 计算步骤:

 初始化：훼1(푖) = 휋푖푏푖(표1)
 递推计算各时刻各状态的훼值
 终⽌：푃(푂|휆) = ∑ 푁푖 = 1훼푇(푖)

 计算示例

o



o 第⼆时刻计算:
 汇聚到A：훼2(퐴) = (훼1(퐴) × 0 + 훼1(퐵) × 0.3 + 훼1(퐶) × 0) ×

0.5 = 0.015
 汇聚到B：훼2(퐵) = (훼1(퐴) × 0.4 + 훼1(퐵) × 0.5 + 훼1(퐶) × 0.5) ×

0.3 = 0.0775
 汇聚到C：훼2(퐶) = (훼1(퐴) × 0 + 훼1(퐵) × 0 + 훼1(퐶) × 0.5) ×

0.85 ≈ 0.2224
o 最终概率: 0.015+0.0775+0.2224=0.315

 算法优势

o
o 计算复杂度: 降低为푇 × 푁2
o 效率提升: 相⽐直接法的指数级复杂度，前向算法只需多项式时间
o 物理意义: 每个时刻只需计算N个状态的汇聚情况，避免重复计算

 后向算法简介




 基本思想: 与前向算法⽅向相反，从后向前计算
 概率定义:훽푡(푖)表示在t时刻处于状态i时，后续观测序列的概率
 与前向算法的区别:

o 前向算法包含当前及之前所有观测
o 后向算法只包含之后所有观测

 后向算法 01:50:02
o 例题：盒⼦和球模型观测概率计算 01:53:25


 模型参数定义

 模型结构：隐⻢尔可夫模型휆 = (퐴,퐵,휋)，包含状态转移矩阵A、观测概
率矩阵B和初始状态分布휋

 状态集合：푄 = {1,2,3}对应三个盒⼦



 观测集合：푉 = {红,白}对应球的颜⾊
 参数矩阵：

o 퐴 =
0.5 0.2 0.3
0.3 0.5 0.2
0.2 0.3 0.5

o 퐵 =
0.5 0.5
0.4 0.6
0.7 0.3

o 휋 =
0.2 0.4
0.4 푠
0.4 푠

 向后算法计算过程
 第三时刻初始化

o 终⽌条件：훽3(푖) = 1（푖 = 1,2,3），因为第三时刻后没有观测需要计算
o 物理意义：表示在第三时刻处于各状态时，后续观测序列的概率

（⽆后续观测时为1）
 第⼆时刻计算

o 计算原理：훽2(푖) = ∑
3
푗 = 1푎푖푗푏푗(표3)훽3(푗)

o 具体计算：
 훽2(1) = 0.5 × 0.5 + 0.2 × 0.4 + 0.3 × 0.7 = 0.54
 훽2(2) = 0.3 × 0.5 + 0.5 × 0.4 + 0.2 × 0.7 = 0.49
 훽2(3) = 0.2 × 0.5 + 0.3 × 0.4 + 0.5 × 0.7 = 0.57

o 物理意义：表示在第⼆时刻处于各状态时，后续观测到표3 =红的
概率

 第⼀时刻计算
o 递推公式：훽1(푖) = ∑

3
푗 = 1푎푖푗푏푗(표2)훽2(푗)

o 具体计算：
 훽1(1) = 0.5 × 0.5 × 0.54 + 0.2 × 0.6 × 0.49 + 0.3 × 0.3 × 0.57 ≈

0.2451
 훽1(2) = 0.3 × 0.5 × 0.54 + 0.5 × 0.6 × 0.49 + 0.2 × 0.3 × 0.57 ≈

0.2622
 훽1(3) = 0.2 × 0.5 × 0.54 + 0.3 × 0.6 × 0.49 + 0.5 × 0.3 × 0.57 ≈

0.2277
 最终概率计算

 计算公式：푃(푂|휆) = ∑ 3푖 = 1휋푖푏푖(표1)훽1(푖)
 具体计算：

o 0.2×0.5×0.2451 + 0.4×0.4×0.2622 + 0.4×0.7×0.2277 ≈ 0.13022
 验证：计算结果与前向算法⼀致，验证了向后算法的正确性

 算法推⼴
 ⼀般形式：对于T时刻的HMM，向后算法从T时刻开始逆向递推
 递推公式：훽푡(푖) = ∑ 푁푗 = 1푎푖푗푏푗(표푡 + 1)훽푡 + 1(푗)
 终⽌条件：훽푇(푖) = 1（푖 = 1,...,푁）
 初始计算：푃(푂|휆) = ∑ 푁푖 = 1휋푖푏푖(표1)훽1(푖)
 计算图示：每个时刻的状态通过转移概率与下⼀时刻所有状态相连，形

成逆向传播⽹络
8）概率计算算法的⼩结 02:10:33

 概率计算的基础概念



o 状态转移与观测概率：在隐⻢尔可夫模型中，t时刻的状态可以转移到푡 + 1时刻
的N种状态，需要考虑N种可能的转移路径。观测概率푏푗(표푡)表示在状态j观测到표푡
的概率，从观测矩阵B中提取。

o 矩阵元素标识：转移概率푎푖푗来⾃矩阵A的第i⾏第j列，观测概率푏푗(표푡)来⾃矩阵B的
第j⾏对应观测值的概率。

 例题10.2：盒⼦和球模型的概率计算 02:11:38

o
o 模型参数说明：

 状态集合푄 = {1,2,3}，观测集合푉 = {红,白}
 转移矩阵A、观测矩阵B和初始概率分布휋的具体数值
 给定푇 = 3，观测序列푂 = (红,白,红)，要求计算푃(푂|휆)

 观测序列概率的后向算法 02:15:40
o 终⽌条件初始化：

 在终点时刻T，后向概率훽푇(푖) = 1对所有状态푖 = 1,2,...,푁成⽴
 这是因为终点时刻不需要从后续状态汇聚概率，直接设为1保证递推起点

o 递推公式：
 훽푡(푖) = ∑ 푁푗 = 1푎푖푗푏푗(표푡 + 1)훽푡 + 1(푗)
 表示t时刻状态i转移到푡 + 1时刻所有可能状态j的概率加权和
 包含状态转移概率푎푖푗、观测概率푏푗(표푡 + 1)和后向概率훽푡 + 1(푗)

 后向算法的递推与结果计算 02:16:18
o 递推过程：

 从푇 - 1时刻开始反向递推到푡 = 1
 每个时刻t需要计算N个状态的后向概率
 递推时需要考虑푡 + 1时刻所有可能的N个状态转移

o 最终概率计算：
 푃(푂|휆) = ∑ 푁푖 = 1휋푖푏푖(표1)훽1(푖)
 结合初始概率휋푖、第⼀个观测概率푏푖(표1)和后向概率훽1(푖)
 解决了훽1(푖)不包含第⼀个观测的问题



 后向算法的时间复杂度 02:17:33
o 计算复杂度分析：

 每个时刻t需要计算N个状态的后向概率
 每个状态计算需要N次求和（对应N种可能转移）
 总时间复杂度为푂(푁2푇)，与前向算法相同

o 效率优势：
 相⽐直接计算法（复杂度푂(푇푁푇)）显著提⾼效率
 适⽤于⻓观测序列的概率计算

 前向算法与后向算法的结合 02:18:23
o 联合计算原理：

 在任意时刻t，可以结合前向概率훼푡(푖)和后向概率훽푡 + 1(푗)
 计算公式：훼푡(푖)푎푖푗푏푗(표푡 + 1)훽푡 + 1(푗)
 表示通过状态i到j的转移连接前后两部分概率

o 应⽤场景：
 可⽤于计算特定时刻处于某状态的概率
 在参数估计等问题中有重要应⽤
 类似逐步回归的思想，前后信息结合提⾼计算效率

9）⼩概念们 02:21:05

 隐⻢尔可夫链的⼩概念引⼊ 02:21:18

o
o 基本组成：包含N种状态和M种观测结果，重点关注t时刻的第i个状态概率计算
o 算法结合：前向算法훼和后向算法훽在特定时刻交汇，形成"⼋⽖⻥"式计算结构
o 概率计算：通过훼푡(푖)和훽푡(푖)的乘积表示t时刻处于푞푖状态的概率

 隐⻢尔可夫模型的三要素 02:22:20
o 初始分布휋：决定模型初始状态的概率分布
o 转移矩阵A：表示状态间的转移概率，푎푖푗为从i到j的转移概率
o 观测矩阵B：表示在特定状态下观测到不同结果的概率
o 观测序列O：包含从표1到표푇的观测结果序列



 观测序列概率与条件概率 02:22:47

o 条件概率展开：푃(푖푡 = 푞푖|푂,휆) =
푃(푖푡 = 푞푖,푂|휆)
푃(푂|휆)

o 分⼦构成：훼푡(푖)훽푡(푖)表示所有观测结果及t时刻푞푖状态的联合概率
o 分⺟处理：需要对所有可能状态求和∑ 푁푗 = 1훼푡(푗)훽푡(푗)

 前向算法与后向算法的结合 02:24:40

o
o 前向部分：훼푡(푖)表示표1到표푡观测及푖푡 = 푞푖的概率
o 后向部分：훽푡(푖)表示从푡 + 1到T观测的条件概率

o 联合表示：훾푡(푖) =
훼푡(푖)훽푡(푖)

∑ 푁푗 = 1훼푡(푗)훽푡(푗)
 观测序列概率的后向算法 02:31:04

o 初始化：훽푇(푖) = 1，푖 = 1,2,...,푁
o 递推计算：对푡 = 푇 - 1,푇 - 2,...,1，훽푡(푖) = ∑ 푁푗 = 1푎푖푗푏푗(표푡 + 1)훽푡 + 1(푗)
o 概率计算：푃(푂|휆) = ∑ 푁푖 = 1휋푖푏푖(표1)훽1(푖)

 隐⻢尔可夫模型中的期望值 02:32:51



o
o 状态期望：∑ 푇푡 = 1훾푡(푖)表示观测序列中处于푞푖状态的期望次数
o 转移期望：∑ 푇 - 1푡 = 1휉푡(푖,푗)表示从푞푖转移到푞푗的期望次数
o 类⽐关系：与混合⾼斯模型中计算观测值属于特定分布的期望类似

 隐⻢尔可夫模型与EM算法 02:36:30
o 算法关系：Baum-Welch算法是EM算法在HMM中的特例
o 历史背景：Baum-Welch提出早于EM算法，但仅适⽤于HMM
o 参数估计：通过期望值计算更新模型参数휆 = (퐴,퐵,휋)

 EM算法在隐⻢尔可夫模型中的应⽤ 02:37:35

o



o E步骤：计算훾푡(푖)和휉푡(푖,푗)期望值
o M步骤：基于期望值重新估计模型参数
o 迭代优化：重复E-M步骤直⾄参数收敛

5. 学习⽅法 02:38:03

1）混合⾼斯模型 02:38:14

 完全信息下的参数估计：当已知每个观测值所属的⾼斯分布时，可以直接⽤观测值估
计各分布的参数。例如对于k个⾼斯分布푁(휇1,휎

2
1)到푁(휇푘,휎

2
푘)，若已知푦1,푦3,푦푛属于第

⼀个分布，则：
o 휇1的估计：取这些观测值的平均值
o 휎21的估计：计算这些观测值的⽅差

 极⼤似然估计示例：以盒⼦中有10个⼩球（2⿊8⽩）为例，摸到⿊球的概率估计就是

频率
2
10，体现了"以频率估计概率"的思想

2）初始状态分布的学习 02:41:58


 参数定义：初始状态分布휋包含N个元素휋1,휋2,...,휋푁，表示初始时刻处于各状态的概率
 估计⽅法：

o 分⼦：初始时刻处于第i个状态的样本个数
o 分⺟：初始时刻所有样本总个数

o 公式：휋̂푖 =
初始处于푖状态的样本数

总样本数

 实现条件：需要从总体⽣成多条⻢尔可夫链才能进⾏有效计数，单条链⽆法完成估计
3）状态转移概率矩阵的学习 02:46:03

 矩阵元素含义：푎푖푗表示t时刻从状态i转移到状态j的概率
 估计⽅法：

o 分⼦：t时刻从i转移到j的样本个数



o 分⺟：t时刻所有处于i状态的样本总数

o 公式：푎̂푖푗 =
从푖转移到푗的样本数
处于푖状态的样本总数

 数学表达：设从i到j的转移次数为퐴푖푗，则푎̂푖푗 =
퐴푖푗

∑ 푁푘 = 1퐴푖푘
4）观测矩阵的学习 02:50:14


 矩阵元素含义：푏푗푘表示处于状态j时观测到第k种结果的概率
 估计⽅法：

o 分⼦：处于j状态且观测到k的样本个数
o 分⺟：所有处于j状态的样本总数

o 公式：푏̂푗푘 =
处于푗且观测到푘的样本数
处于푗状态的样本总数

 数学表达：设处于j状态观测到k的次数为퐵푗푘，则푏̂푗푘 =
퐵푗푘

∑푀푚= 1퐵푗푚
 注意事项：虽然푎푖푗和푏푗푘的分⺟可能对应相同状态，但它们的估计视⻆不同（状态转

移vs观测⽣成）
5）鲍姆-威尔奇算法 02:57:26

 若尔当不等式 03:00:06



o
o 应⽤条件：需要使⽤真三不等式时，必须找到⼀个概率分布。在迭代⽅法中，采

⽤上⼀组迭代参数휆(푡 - 1)作为已知条件。
o 推导过程：

 在已知观测序列O和上⼀组参数휆(푡 - 1)的情况下，通过条件概率分布
푃(퐼|푂,휆(푡 - 1))将隐变量转化为完全数据

 利⽤Jensen不等式将求和移到对数外部，形成期望形式：퐸[푙표푔푃(푂,퐼|휆)]
 ⽬标函数简化为푄(휆,휆(푡 - 1)) = ∑ 퐼푃(퐼|푂,휆

(푡 - 1))푙표푔푃(푂,퐼|휆)
 M步 03:09:18

o 参数分解





 三要素分解：
 初始概率휋：对应푃(퐼1 = 푖)
 转移概率a：对应푃(퐼푡 + 1 = 푗|퐼푡 = 푖)的乘积
 发射概率b：对应푃(푂푡|퐼푡 = 푗)的乘积

 对数转换：将联合概率푃(푂,퐼|휆)的对数分解为三部分之和，便于分别优化
o 初始概率估计


 约束条件：∑ 푁푖 = 1휋푖 = 1
 拉格朗⽇求解：

 构建⽬标函数푄1包含푙표푔휋푖项和约束条件

 通过求偏导得到估计式：휋̂푖 =
푃(푂,퐼1 = 푖|휆

(푡 - 1))
푃(푂|휆(푡 - 1))

 物理意义：初始处于状态i的样本⽐例
o 转移概率估计




 约束条件：∑ 푁푗 = 1푎푖푗 = 1（⾏和为1）

估计公式：

 푎̂푖푗 =
∑ 푇 - 1푡 = 1푃(푂,퐼푡 = 푖,퐼푡 + 1 = 푗|휆

(푡 - 1))
∑ 푇 - 1푡 = 1푃(푂,퐼푡 = 푖|휆

(푡 - 1))
 分⼦：从i转移到j的期望次数
 分⺟：处于状态i的总期望次数

 发射概率估计


 约束条件：∑푀푘 = 1푏푗(푘) = 1（⾏和为1）

估计公式：



 푏̂푗(푘) =
∑ 푇푡 = 1푃(푂,퐼푡 = 푗|휆

(푡 - 1))퐼(푂푡 = 푣푘)
∑ 푇푡 = 1푃(푂,퐼푡 = 푗|휆

(푡 - 1))
 分⼦：在状态j观察到푣푘的期望次数
 分⺟：处于状态j的总期望次数

 算法总结


 迭代过程：

 初始化模型参数휆(0) = (퐴(0),퐵(0),휋(0))
 E步：计算훾푡(푖)和휉푡(푖,푗)
 M步：⽤估计公式更新参数
 重复直到收敛

 与MLE关系：相当于在"完整数据"（包含隐变量）上的极⼤似然估计，⽤期
望次数代替实际观察次数

⼆、隐⻢尔可夫模型 03:39:45
1. 预测算法

1）近似算法 03:41:16

 近似算法：微观视⻆与状态预测 03:41:26
o 微观视⻆：近似算法从每个时刻点单独出发，独⽴预测每个时刻的最佳状态，不

考虑状态间的时序关系。
o 实现⽅式：在每个时刻t，选择使푃(푖푡 = 푞푖|휆,푂)最⼤的状态푞푖作为预测结果。
o 计算优势：相⽐维特⽐算法更简单直观，因为只需处理单个时刻的状态选择问

题。
 维特⽐算法：整体视⻆与动态规划 03:42:03

o 宏观视⻆：维特⽐算法关注整个状态序列的全局最优路径，通过动态规划⽅法在
所有可能的푛푇条路径中找到最佳路径。

o 复杂度：需要逐步更新和⽐较路径概率，计算复杂度显著⾼于近似算法。
o 动态规划：采⽤"⾛⼀步看⼀步"的迭代⽅式，每⼀步都保留当前最优路径。



 最佳状态的选择：概率转移与观测概率矩阵 03:43:36
o 选择依据：两种算法都基于隐⻢尔可夫模型的参数（转移概率矩阵和观测概率矩

阵）进⾏状态预测。
o 概率最⼤化：通常选择使状态概率最⼤的结果，近似算法在每个时刻独⽴进⾏这

种选择。
 近似算法的概率计算与状态选择 03:44:12

o 概率表示：⽤훾푡(푖)表示t时刻处于状态푞푖的概率，定义为푃(푖푡 = 푞푖|휆,푂)。
o 简化计算：由于分⺟푃(푂|휆)固定，最⼤化훾푡(푖)等价于最⼤化分⼦푃(푖푡 = 푞푖,푂|휆)。
o 状态选择：每个时刻选择使훾푡(푖)最⼤的状态푖 *푡 ，最终得到完整的状态序列。

 状态概率的计算⽅法 03:45:17
o 前向后向结合：훾푡(푖)可以表示为훼푡(푖)훽푡(푖)，其中：

 훼푡(푖)：前向算法得到的t时刻处于푞푖且观测到표1,...,표푡的概率
 훽푡(푖)：后向算法得到的从푡 + 1到T时刻观测到표푡 + 1,...,표푇的概率

o 计算转化：最⼤化훾푡(푖)转化为最⼤化훼푡(푖)훽푡(푖)的乘积。
 例题1:近似算法的应⽤ 03:48:59

o



o
o 题⽬解析

 模型设定：使⽤⼩球与盒⼦模型，观测序列为红-⽩-红
 时刻1计算：

 盒⼦1：0.10×0.2451=0.02451
 盒⼦2：0.16×0.2622=0.041952
 盒⼦3：0.28×0.2277=0.063756（最⼤）

 时刻2计算：
 盒⼦1：0.077×0.54=0.04158
 盒⼦2：0.1104×0.49=0.054096（最⼤）
 盒⼦3：0.0606×0.57=0.034542

 时刻3计算：直接⽐较훼3(푖)，盒⼦3的值最⼤
 最终路径：3→2→3
 算法特点：这是局部最优解，可能不是全局最优路径

2）维特⽐算法 03:54:22

 例题:盒⼦与⼩球观测状态判定 03:55:23
o 维特⽐算法原理




 宏观全局思想：采⽤动态规划⽅法，通过时刻1到时刻3的状态转移寻找最优

路径
 初始时刻计算：훿1(푖) = 휋푖 × 푏푖(红)

 盒⼦1：0.2×0.5=0.10
 盒⼦2：0.4×0.4=0.16
 盒⼦3：0.4×0.7=0.28

 路径记录：휑1(푖) = 0（初始时刻⽆前驱状态）
o 时刻2的状态转移

 递推公式：훿2(푖) = 푚푎푥[훿1(푗) × 푎푗푖] × 푏푖(白)
 盒⼦1路径选择：

o 路径1→1：0.10×0.5=0.05
o 路径2→1：0.16×0.3=0.048
o 路径3→1：0.28×0.2=0.056（最优）
o 最终值：0.056×0.5=0.028

 盒⼦2路径选择：
o 最优路径3→2：0.28×0.3=0.084
o 最终值：0.084×0.6=0.0504

 盒⼦3路径选择：
o 最优路径3→3：0.28×0.5=0.14
o 最终值：0.14×0.3=0.042

o 时刻3的最优路径确定




 递推计算：

 盒⼦1：푚푎푥[0.028 × 0.5,0.0504 × 0.3,0.042 × 0.2] × 0.5 = 0.00756（路径2→1）
 盒⼦2：푚푎푥[0.028 × 0.2,0.0504 × 0.5,0.042 × 0.3] × 0.4 = 0.01008（路径2→2）
 盒⼦3：푚푎푥[0.028 × 0.3,0.0504 × 0.2,0.042 × 0.5] × 0.7 = 0.0147（路径3→3）

 最优路径选择：⽐较三个终态概率0.00756, 0.01008, 0.0147，选择最⼤概率
路径3→3→3

o 算法特点总结
 全局最优性：与近似算法结果（3→2→3）不同，维特⽐算法保证找到全局

最优路径
 动态规划优势：通过递推计算避免穷举所有可能路径，提⾼计算效率
 路径回溯：利⽤휑记录每个状态的最优前驱节点，最终反向追踪得到完整路

径
3）维特⽐算法总结 04:18:13

 维特⽐算法的输⼊输出
o 输⼊：模型参数휆 = (퐴,퐵,휋)和观测序列푂 = (표1,표2, ⋯ ,표푇)
o 输出：最优状态路径퐼 * = (푖 *1 ,푖

*
2 , ⋯ ,푖

*
푇 )

 维特⽐算法的迭代公式 04:18:22



o
o 核⼼变量：

 훿푡(푖)：表示t时刻位于状态i的所有路径中的最⼤概率
 ：记录t时刻状态i的最优前驱状态

o 迭代关系：
 훿푡(푖)通过前⼀个时刻所有可能状态的转移概率最⼤值计算
 记录使훿푡 - 1(푗)푎푗푖最⼤的j值

 维特⽐算法的初始化 04:20:03
o 初始条件：

 훿1(푖) = 휋푖푏푖(표1)，푖 = 1,2, ⋯ ,푁
 ，푖 = 1,2, ⋯ ,푁

o 物理意义：第⼀个时刻没有前驱状态，概率仅由初始状态和观测决定
 维特⽐算法的递推 04:20:33



o
o 递推步骤：

 对每个时刻t=2,3,...,T：
 计算훿푡(푖) = 푚푎푥1 ≤ 푗 ≤ 푁[훿푡 - 1(푗)푎푗푖]푏푖(표푡)
 记录

o 实际案例：在示例中，t=2时刻三个状态的最优前驱都是状态3
 维特⽐算法的终⽌ 04:21:23

o
o 终⽌条件：

 푃 * =푚푎푥1 ≤ 푖 ≤ 푁훿푇(푖)




o 物理意义：找到最终时刻概率最⼤的状态作为路径终点

 维特⽐算法的最优路径回溯 04:21:54

o
o 回溯⽅法：

 对t=T-1,T-2,...,1：


o 选择依据：⽐较多条候选路径的概率，选择概率最⼤的路径
 维特⽐算法与费⻢原理的相似性 04:22:16

o 类⽐关系：
 费⻢原理：光沿能量消耗最⼩的路径传播
 维特⽐算法：选择概率最⼤的状态转移路径

o 本质联系：都是优化问题，⼀个最⼩化能量消耗，⼀个最⼤化概率
 隐⻢尔可夫模型回顾 04:23:55



o
o 模型要素：

 初始状态分布휋
 状态转移矩阵A
 观测概率矩阵B

o 三类问题：
 概率计算问题（前向-后向算法）
 学习问题（Baum-Welch算法）
 预测问题（近似算法和维特⽐算法）

三、知识⼩结
知识点 核⼼内容 关键公式/算法 应⽤示例
⻢尔可夫
模型

两个核⼼要素：初始状
态分布π和状态转移矩
阵A
未来只与现在有关的⻢
尔可夫性

푃(푠푡 + 1|푠푡)
状态转移⽅程

天⽓预报状态
转移

隐⻢尔可
夫模型

新增观测概率矩阵B构成
三要素
状态序列不可⻅，只能
观测输出值

휆 = (휋,퐴,퐵)
观测⽣成过程

三硬币问题
盒⼦⼩球实验

前向算法 按时间步正向计算概率
时间复杂度푂(푁2푇)

훼푡(푖) = 푃(표1,...,표푡,푖푡 = 푞푖|휆)
훼푡 + 1(푗)
= [ ∑ 푁푖 = 1훼푡(푖)푎푖푗]푏푗(표푡 + 1)

计算P(红,⽩,红)
观测序列概率

后向算法 逆向递归计算概率
与前向算法复杂度相同

훽푡(푖) = 푃(표푡 + 1,...,표푇|푖푡
= 푞푖,휆)
훽푡(푖)
= ∑ 푁푗 = 1푎푖푗푏푗(표푡 + 1)훽푡 + 1(푗)

与前向结合计
算状态概率



Baum-
Welch算法

EM算法在HMM中的实
现
通过迭代优化参数

E步：计算ξ和γ
M步：휋푖 = 훾1(푖)

푎푖푗 =
∑ 휉푡(푖,푗)
∑ 훾푡(푖)

푏푗(푘) =
∑ 표푡 = 푣푘

훾푡(푗)
∑ 훾푡(푗)

仅凭观测序列
学习模型参数

维特⽐算
法

动态规划求最优路径
全局最优解

훿푡(푖) = 푚푎푥푖1:푡 - 1
푃(푖1:푡 - 1,푖푡

= 푞푖,표1:푡|휆)

预测最可能的
状态序列
(3→3→3)

近似算法 贪⼼算法求局部最优
计算效率⾼但可能⾮全
局最优

훾푡(푖) = 푃(푖푡 = 푞푖|푂,휆)
预测状态序列
(3→2→3)
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