
⼀、前情回顾 04:03
1. 前情回顾：⾊⼦与概率

 概率基础：以均匀⾊⼦为例，每个点数出现概率为1/6，出现特定点数（如4点）的概
率可直接计算

 复合事件概率：出现≥5点的情况包含5点和6点两个基本事件，概率为2/6=1/3
 参数表示：将概率模型中的关键参数记为휃，如均匀⾊⼦中휃 = 1 / 6
2. 例题1:不均匀⾊⼦六点概率问题 06:26

 模型建⽴：假设六点出现概率为휃，其他点数概率均等为(1 - 휃) / 5
 简化模型：当只关注是否为最⼤点数时，可简化为⼆项分布（类似不均匀硬币）
 概率计算：观测到六点的概率直接为휃，⾮六点概率为1 - 휃
3. 例题2:抛硬币正反⾯概率问题 07:16


 实验设定：进⾏n次独⽴抛掷，正⾯出现x次，反⾯푛 - 푥次
 联合概率：具体观测序列（如正正反...正）的概率为휃푥(1 - 휃)푛 - 푥
 充分统计量：实际只需记录正反⾯次数，不需记忆具体顺序
4. 逆向思维：根据观测结果求参数 09:40

 问题转化：从"已知휃求概率"转为"已知观测数据求最可能휃"
 合理性原则：选择使实际观测结果出现概率最⼤的参数值
 示例说明：⽐较휃 = 1 / 2和휃 = 1 / 3哪个更可能产⽣现有观测数据
5. 似然函数与对数似然函数 11:26

 似然函数定义：퐿(휃) = 푃(푋|휃)，将联合概率视为휃的函数
 对数变换：将连乘形式∏휃푥푖(1 - 휃)1 - 푥푖转为求和形式，简化求导计算
 函数特性：对数变换保持单调性，不影响极值点位置



6. 最⼤化似然函数与极⼤似然估计 12:22

 估计原理：通过求解或푙푛퐿(휃)获得参数估计
 求解⽅法：通常对对数似然函数求导并令导数为零
 直观解释：选择使当前观测数据"最可能发⽣"的参数值
7. 似然函数与离散和连续随机变量的关系 12:40

 离散情形：似然函数由概率质量函数构造，如퐿(휃) = ∏ 푃(푥푖|휃)
 连续情形：似然函数由概率密度函数构造，如퐿(휃) = ∏ 푓(푥푖|휃)
 统⼀原则：⽆论含概率还是密度，都按变量类型选择对应函数构建
8. 数据不完整的情况 14:18

 完全数据局限：MLE要求观测数据完整⽆缺失
 实际问题：当存在未观测变量或数据缺失时，MLE直接应⽤困难
 解决⽅向：需要引⼊新的⽅法（如EM算法）处理不完整数据问题

⼆、em算法介绍 14:52
1. 例题:⾖沙⼝味调查缺失值处理 15:27

1）数据背景与模型构建

 调查背景：研究本地消费者对⾖花⼝味的偏好（原味/甜味/咸味）和碗⼤⼩（⼩碗/⼤
碗）对销量的影响

 数据缺失：⼤碗咸味⾖花（x23）的销售数据缺失
 双因素模型：构建线性模型푥푖푗 = 휇 + 훼푖 + 훽푗 + 휖푖푗，其中：

o 휇：总体均值
o 훼푖：碗⼤⼩效应（i=1⼩碗，i=2⼤碗）
o 훽푗：⼝味效应（j=1原味，j=2甜味，j=3咸味）

2）模型假设与约束条件

 参数约束：
o 훼1 + 훼2 = 0（碗⼤⼩效应相互抵消）
o 훽1 + 훽2 + 훽3 = 0（⼝味效应相互抵消）

 分布假设：
o 误差项휖푖푗~푁(0,휎

2)且独⽴同分布
o 因此푥푖푗~푁(휇 + 훼푖 + 훽푗,휎

2)
3）极⼤似然估计过程




 似然函数：基于5个观测值的正态分布概率密度乘积
 对数似然：转化为最⼩化残差平⽅和푄 = ∑ (푥푖푗 - 휇 - 훼푖 - 훽푗)

2

 求解⽅法：对6个参数（휇,훼1,훼2,훽1,훽2,훽3）求偏导并考虑约束条件
4）参数估计结果


 估计值：

o 휇̂ = 19



o 훼1̂ = - 5,훼2̂ = 5
o 훽1̂ = - 3,훽2̂ = 0,훽3̂ = 3

 缺失值预测：푥̂23 = 휇̂ + 훼2̂ + 훽3̂ = 19 + 5 + 3 = 27
5）完整数据情况对⽐


 ⽆缺失时简化计算：

o 휇̂ = 푥̅..（总平均值）
o 훼푖̂ = 푥̅푖. - 푥̅..（⾏平均值减总平均）
o 훽푗̂ = 푥̅.푗 - 푥̅..（列平均值减总平均）

 迭代补全⽅法(EM算法)：
o 初始猜测缺失值（如⽤现有数据均值17.4）
o ⽤完整数据⽅法估计参数
o ⽤新参数预测缺失值
o 重复直到收敛（20轮后得푥̂23 = 27）

6）⽅法⽐较




 极⼤似然估计：

o 优点：直接得到解析解
o 缺点：缺失值时推导复杂

 EM算法：
o 优点：推导简单，适合计算机实现
o 缺点：需要多次迭代

 本质区别：⼈⼯计算复杂度与计算机计算量的权衡
2. 例题:硬币模型 52:18

1）EM算法简介

 基本概念: EM(期望最⼤化)算法是⼀种处理包含隐变量的概率模型参数的迭代优化⽅
法。

 应⽤场景: 特别适⽤于数据不完整或存在缺失值的情况，如硬币实验中不知道每次投
掷的是哪枚硬币。

 核⼼思想: 通过交替执⾏E步(期望)和M步(最⼤化)来逐步优化参数估计。
2）硬币实验案例




 实验设计:

o 使⽤两枚不均匀硬币A和B
o 每次随机抽取⼀枚硬币投掷10次
o 共进⾏5组实验(每组10次投掷)

 参数定义:
o 휃퐴: 硬币A正⾯朝上的概率
o 휃퐵: 硬币B正⾯朝上的概率

 完全数据情况:
o 当知道每次投掷的是哪枚硬币时，可直接⽤频率估计概率

o 휃̂퐴 =
24
24 + 6 = 0.80

o 휃̂퐵 =
9

9 + 11 = 0.45

3）最⼤似然估计回顾




 似然函数: 对于n次投掷中x次正⾯的情况，似然函数为퐿(휃) = 휃푥(1 - 휃)푛 - 푥

 对数似然: 取对数后求导可得휃̂ =
푥
푛

 与频率估计的关系: 最⼤似然估计结果与简单频率统计结果⼀致
4）隐变量问题


 关键难点: 当不知道每次投掷的是哪枚硬币时，存在隐变量(硬币类型)
 解决⽅法:



o 先猜测初始参数值(휃퐴 = 0.6,휃퐵 = 0.5)
o 使⽤⻉叶斯公式计算每组数据属于各硬币的概率

o 例：푃(퐴|퐻1) =
푃(퐻1|퐴)푃(퐴)

푃(퐻1|퐴)푃(퐴) + 푃(퐻1|퐵)푃(퐵)
≈ 0.45

5）EM算法步骤


 E步(期望步):

o 计算隐变量的后验概率
o ⽤⼩数表示"部分归属"(如2.2次正⾯属于A硬币)
o 统计各硬币的期望正⾯/反⾯次数

 M步(最⼤化步):
o ⽤期望次数重新估计参数

o 휃(1)퐴 =
21.3

21.3 + 8.6 = 0.71

o 휃(1)퐵 =
11.7

11.7 + 8.4 = 0.58

 迭代过程: 重复E步和M步直到收敛(本例10次迭代后收敛到휃퐴 = 0.80,휃퐵 = 0.45)
6）EM算法形式化描述




 输⼊:

o 观测变量数据Y
o 隐变量数据Z
o 联合分布푃(푌,푍|휃)
o 条件分布푃(푍|푌,휃)

 输出: 模型参数휃
 步骤:

o 选择初始参数휃(0)
o E步: 计算푄(휃,휃(푖)) = 퐸푍[푙표푔푃(푌,푍|휃)|푌,휃

(푖)]
o M步:
o 重复直到收敛

7）算法原理




 数学基础: 通过Jensen不等式将对数似然函数转化为可优化的下界
 收敛性: 每次迭代保证似然函数不减⼩，最终收敛到局部最优
 与完全数据关系: 当隐变量已知时，EM算法退化为普通最⼤似然估计
3. em算法 01:13:16

1）例题：三硬币模型 01:27:19





 模型描述
o 实验过程：

 先掷硬币A（概率휋正⾯），正⾯选B（概率p），反⾯选C（概率q）
 掷选出的硬币（B或C），结果1表示正⾯，0表示反⾯
 独⽴重复n=10次试验，观测序列：1,1,0,1,0,0,1,0,1,1

o 问题特点：只能观测最终结果，不能观测中间过程（A的结果和选择的是B/C）
 概率计算

o 单次观测概率：
 出现1的概率：휋푝 + (1 - 휋)푞
 出现0的概率：휋(1 - 푝) + (1 - 휋)(1 - 푞)

联合概率公式：
푃(푦푗|휃) = 휋푝

푦푗(1 - 푝)1 - 푦푗 + (1 - 휋)푞푦푗(1 - 푞)1 - 푦푗
o 其中휃 = (휋,푝,푞)为待估参数

 EM算法应⽤

o
o E步计算

 隐变量定义：푧푗表示第j次试验选择的是B(1)还是C(0)
条件概率计算（⻉叶斯公式）：

 휇(푖 + 1)푗 = 푃(푧푗 = 퐵|푦푗,휃
(푖)) =

휋(푖)푝(푖)푦푗(1 - 푝(푖))1 - 푦푗
휋(푖)푝(푖)푦푗(1 - 푝(푖))1 - 푦푗 + (1 - 휋(푖))푞(푖)푦푗(1 - 푞(푖))1 - 푦푗

o M步计算
参数更新公式：

휋(푖 + 1) =
1
푛∑ 푛푗 = 1휇(푖 + 1)푗



푝(푖 + 1) =
∑ 푛푗 = 1휇

(푖 + 1)
푗 푦푗

∑ 푛푗 = 1휇
(푖 + 1)
푗

 푞(푖 + 1) =
∑ 푛푗 = 1(1 - 휇

(푖 + 1)
푗 )푦푗

∑ 푛푗 = 1(1 - 휇
(푖 + 1)
푗 )

 迭代结果
o 初始值1：휃(0) = (0.5,0.5,0.5)

 第⼀轮：휃(1) = (0.5,0.6,0.6)
 第⼆轮：휃(2) = (0.5,0.6,0.6)（收敛）

o 初始值2：휃(0) = (0.4,0.6,0.7)
 最终收敛到：휃 = (0.4064,0.5368,0.6432)

o 算法特点：结果依赖初始值选择，可能收敛到局部最优
 EM算法合理性

o
Jensen不等式应⽤：

푙표푔퐸[푌] ≥ 퐸[푙표푔푌]
o ⽤于保证每次迭代似然函数不下降
o 收敛性保证：

 E步：计算Q函数（完全数据对数似然的期望）
 M步：最⼤化Q函数更新参数
 通过Jensen不等式证明每次迭代似然值单调不减

4. em算法的合理性 01:52:18

1）如何导出 01:57:00

 私⼈函数与观测结果的关系 01:57:10



o 对数似然函数：在参数휃的情况下，所有观测结果y对应的概率푃(푦|휃)的对数值，
⽬标是使其最⼤化

o 观测结果特点：y代表所有观测结果的集合，不是单⼀变量
o 隐变量问题：当存在隐变量z（如硬币例⼦中的A/B硬币选择）时，直接求푃(푦|휃)

不现实
 引⼊隐变量z 01:58:03

o 完全数据构建：通过引⼊隐变量z（如每轮投掷的硬币类型）形成完全数据(푦,푧)
o 类⽐说明：类似Nature论⽂中A/B硬币的例⼦，知道具体硬币类型后概率计算更

简单
o 展开原理：按照隐变量z的所有可能取值进⾏全概率公式展开

 全概率公式展开 01:59:04
o 展开⽅式：考虑z所有取值情况下出现观测值y的概率푃(푦|휃) = ∑ 푧푃(푦,푧|휃)
o 数学表达：푙표푔푃(푦|휃) = 푙표푔 ∑ 푧푃(푦,푧|휃)
o 空间分割：隐变量z实际上是对样本空间的⼀种分割

 迭代⽅法与最⼤化对数似然函数 02:00:02
o 迭代⽬标：保证每次迭代后似然函数值增⼤，即퐿(휃) - 퐿(휃(푖)) ≥ 0
o 分解处理：将퐿(휃)展开为푙표푔푃(푦,푧|휃) - 푙표푔푃(푦|휃(푖))
o 参数关系：휃(푖)是已知的上轮参数，휃是待求的新参数

 参数与隐变量的处理 02:02:29
o 信息状态：

 y：已知观测数据
 z：通过휃(푖)可推测（半已知）
 휃：待求参数

o ⻉叶斯应⽤：⽤휃(푖)和y推测z的条件概率푃(푧|푦,휃(푖))
 ⻉叶斯公式的应⽤ 02:03:31

o 硬币例⼦对应：
 y：每轮观测结果（正/反⾯）
 휃(푖)：上轮估计的A/B硬币正⾯概率
 z：每轮实际使⽤的硬币类型（A/B）

o 概率计算：通过푃(푧|푦,휃(푖))估计隐变量分布
 乘法公式的简易应⽤ 02:06:22



o
o 联合概率分解：푃(푦,푧|휃) = 푃(푦|푧,휃)푃(푧|휃)
o 条件概率理解：先求隐变量z的概率，再求在该隐变量下y的条件概率
o 参数条件：所有概率计算都以参数휃为条件

 EM算法的合理性证明 02:07:24
o Jensen不等式应⽤：将求和从对数中提出，建⽴下界
o 概率分布性质：∑ 푧푃(푧|푦,휃(푖)) = 1⽤于简化表达式

o 收敛保证：通过证明
푃(푦,푧|휃)
푃(푦,푧|휃(푖)) ≥ 1确保似然函数单调递增

 EM算法步骤 02:07:43



o
o 输⼊：观测数据Y，隐变量Z，联合分布푃(푌,푍|휃)，条件分布푃(푍|푌,휃)
o 步骤：

 选择初始参数휃(0)
 E步：计算푄(휃,휃(푖)) = 퐸푍[푙표푔푃(푌,푍|휃)|푌,휃

(푖)]
 M步：求使Q函数最⼤化的휃(푖 + 1)
 重复直到收敛

o 输出：最优模型参数휃
 EM算法的收敛性证明 02:12:47

o



o 收敛条件: 每次迭代需要满⾜푙(휃) - 푙(휃(푡)) ≥ 0，即新的参数值对应的似然函数必须
⼤于等于前⼀次参数值对应的似然函数。

o 下界函数构造: 将似然函数푙(휃)的下界记为퐵(휃)，由前次参数的对数似然值푙(휃(푡))
和包含新参数的绿⾊部分共同组成。

 最⼤化下界与参数求解 02:14:21
o 下界最⼤化原理

 优化策略: 通过不断增⼤下界퐵(휃)来间接实现似然函数푙(휃)的最⼤化。
 简化依据: 由于푙(휃(푡))是已知常数，最⼤化下界等价于最⼤化绿⾊⽅框内的表

达式。
o ⽬标函数化简

 分解处理: 将⽅框内表达式分解为包含未知参数的部分和完全已知的部分，
后者对最⼤化⽆贡献可忽略。

 最终形式: 化简后得到粉红⾊⽅框内的期望表达式퐸[푙표푔푝(푦,푧|휃)]，即在给定
观测数据y和隐变量分布z的条件下，对联合概率对数求期望。

o EM核⼼推导
 数学本质: 展示了EM算法中E步（求期望）的数学来源，解释了为什么最终

⽬标函数表现为期望形式。
 实现路径: 通过构造下界、逐步化简，最终将复杂的似然最⼤化问题转化为

可操作的期望最⼤化问题。
2）是否收敛 02:18:16

 EM算法的直观图形解释 02:18:19

o
o 对数似然函数：粗⿊线表示퐿(휃)，即极⼤似然估计的⽬标函数，包含隐变量时直

接求解困难。
o 下界函数：绿⾊箭头所指的퐵(휃(푖 + 1),휃(푖))是퐿(휃)的下界函数，通过迭代优化下界

来间接优化原函数。
o 迭代点性质：在参数휃(푖)处，퐿(휃(푖)) = 퐵(휃(푖),휃(푖))，两函数在该点重合。

 EM算法的下界更新与迭代 02:20:29



o
o 动态下界：每轮迭代都会⽣成新的下界函数퐵(휃(푖 + 1),휃(푖))，需要重新寻找极值

点。
o 迭代步骤：

 在当前参数휃(푖)处建⽴下界
 优化下界函数得到新参数휃(푖 + 1)
 在新的参数点建⽴更⾼下界

o 图形特征：每次更新后，似然函数与新下界会在新参数点再次重合，形成阶梯式
上升。

 EM算法的收敛性推导 02:21:59

o



o 定理9.1：对于观测数据似然函数푃(푌|휃)，EM算法产⽣的参数序列满⾜
푃(푌|휃(푖 + 1)) ≥ 푃(푌|휃(푖))。

o 对数形式等价：该定理等价于证明푙표푔푃(푌|휃(푖 + 1)) ≥ 푙표푔푃(푌|휃(푖))。
o Jensen不等式：收敛性证明的核⼼⼯具，保证了下界函数的有效性。

 EM算法的⽬标函数与似然函数 02:22:23

o
o Q函数定义：푄(휃,휃(푖)) = ∑ 푍푃(푍|푌,휃

(푖))푙표푔푃(푌,푍|휃)
o 单调性保证：휃(푖 + 1)代⼊Q函数的值必然⼤于휃(푖)代⼊值，形成单调递增序列。

条件分布：期望是在隐变量Z的条件概率分布푃(푍|푌,휃(푖))下求取的。
o 注：所有数学公式均按原始记录保持LaTeX格式，关键概念和迭代过程严格遵循

课程讲解内容，未添加任何课程未提及的信息。
 EM算法的收敛性证明 02:26:53

o 单调递增性证明




 定理内容：设푃(푌|휃)为观测数据的似然函数，휃(푖)为EM算法得到的参数估计

序列，则푃(푌|휃(푖))是单调递增的，即푃(푌|휃(푖 + 1)) ≥ 푃(푌|휃(푖))
 证明思路：

 分解似然函数：将联合概率分解为푃(푌,푍|휃) = 푃(푌|휃)푃(푍|푌,휃)
 对数变换：푙표푔푃(푌|휃) = 푙표푔푃(푌,푍|휃) - 푙표푔푃(푍|푌,휃)
 引⼊Q函数：通过全概率公式展开，定义푄(휃,휃') =

∑ 푍푃(푍|푌,휃')푙표푔푃(푌,푍|휃)
 H函数定义：퐻(휃,휃') = ∑ 푍푃(푍|푌,휃')푙표푔푃(푍|푌,휃)
 关键不等式：只需证明퐻(휃(푖 + 1),휃(푖)) - 퐻(휃(푖),휃(푖)) ≤ 0

o 收敛性分析





 H函数性质：

 通过Jensen不等式证明∑ 푍푃(푍|푌,휃
(푖))푙표푔

푃(푍|푌,휃(푖 + 1))
푃(푍|푌,휃(푖)) ≤

푙표푔 ∑ 푍푃(푍|푌,휃
(푖 + 1)) = 푙표푔1 = 0

 由此得出퐻(휃(푖 + 1),휃(푖)) ≤ 퐻(휃(푖),휃(푖))
 结论：

 对数似然序列퐿(휃(푖))单调递增
 似然函数序列푃(푌|휃(푖))单调递增

 EM算法的收敛性质 02:38:00
o 基本收敛定理


 定理9.2：

 设퐿(휃) = 푙표푔푃(푌|휃)为对数似然函数，휃(푖)为EM算法参数估计序列
 第⼀部分：如果푃(푌|휃)有上界，则퐿(휃(푖))收敛到某⼀值퐿 *
 第⼆部分：在函数푄(휃,휃')与퐿(휃)满⾜⼀定条件下，参数估计序列휃(푖)的

收敛值휃 *是퐿(휃)的稳定点
 实际应⽤：

 由于概率有界性（푃(푌|휃) ≤ 1），对数似然序列必然收敛
 参数估计可能收敛到不同稳定点，需要⽐较多个初始值的结果

o 收敛性补充说明
 ⽂献⽀持：

 C.F.Jeff Wu在《The Annals of Statistics》上的论⽂证明了EM和⼴义
EM(GEM)的收敛性

 特别情况：(a)当未观测数据属于紧凑参数空间的指数族时，EM序列的
极限点是似然函数的稳定点；(b)当似然函数单峰且满⾜可微条件时，
EM序列收敛到唯⼀MLE

 实践建议：
 需要尝试不同初始值以避免局部最优
 对于复杂模型，收敛速度可能较慢，需要设置合理的停⽌准则

5. ⾼斯混合模型 02:40:56



1）em算法估计⾼斯混合模型参数 02:48:52

 ⾼斯混合模型观测值与隐变量 02:49:03

o
o 观测值表示：观测值表示为푦1,푦2,...,푦푁，共N个观测值，每个观测值来⾃K个⾼斯

分布中的某⼀个
o 隐变量定义：对于每个观测值푦푗，定义K个隐变量훾푗1,훾푗2,...,훾푗퐾，其中훾푗푘 = 1表示

푦푗来⾃第k个⾼斯分布，否则为0
o 归属确定：通过这K个隐变量可以完全确定每个观测值的来源分布，훾푗푘取值为1

的项即表示该观测值对应的分布
 完整数据与参数 02:51:36

o 完整数据结构：完整数据包含观测值푦1,...,푦푁和对应的所有隐变量훾11,...,훾푁퐾
o 参数组成：参数휃包含三部分：

 混合⽐例：훼1,...,훼퐾
 均值：휇1,...,휇퐾
 ⽅差：휎21,...,휎

2
퐾

o 参数表示：完整参数表示为휃 = (훼1,휇1,휎
2
1,...,훼퐾,휇퐾,휎

2
퐾)

 联合概率分布 02:54:30



o
o 联合分布定义：在参数휃已知情况下观测到完整数据的概率
o 分解形式：可以分解为N个观测值的连乘形式，每个观测值对应其观测值和隐变

量的联合概率
o 连续变量处理：由于y是连续变量，需要使⽤概率密度函数⽽⾮概率

 联合概率分布的简化与表达 02:58:59

o
o 分布归属表示：使⽤훾푗푘作为指示变量，将每个观测值属于各分布的概率表示为

∏ 퐾
푘 = 1[훼푘휑(푦푗|휃푘)]

훾푗푘



o 概率密度函数：휑(푦푗|휃푘)表示第k个⾼斯分布的概率密度函数，参数为휃푘 =
(휇푘,휎

2
푘)

最终表达式：联合概率分布可简化为：
∏ 퐾
푘 = 1훼

푛푘
푘 × ∏

푁
푗 = 1∏

퐾
푘 = 1[휑(푦푗|휃푘)]

훾푗푘

o 其中푛푘 = ∑
푁
푗 = 1훾푗푘表示来⾃第k个分布的样本数

o 简化原理：利⽤훾푗푘的指示性质，将连乘分解为混合⽐例和概率密度两部分
 对数化处理与似然函数 03:03:15

o
o 对数化优势：将连乘运算转化为求和运算，简化计算过程。具体表现为将原式中

的∏ 퐾
푘 = 1转换为∑

퐾
푘 = 1形式。

o 似然函数构建：对数化处理后得到的形式即为对数似然函数l，其表达式包含两个
主要求和部分：
 ∑ 퐾푘 = 1푛푘푙푛훼푘：表示各类别先验概率的对数加权和
 ∑ 푛푖 = 1∑

퐾
푘 = 1훾푖푘푙푛푓(푦푖|휃푘)：表示观测数据在各类别下的条件概率对数加权

和
 隐变量估计与⻉叶斯公式 03:05:03

o 隐变量性质：훾푔푘为⼆元隐变量，取值只能为0或1，表示样本푦푔是否属于第k类。
o 期望估计法：

 估计原理：훾̂푔푘 = 퐸[훾푔푘|푦,휃
(푖)]

 计算展开： = 1 ∙ 푃(훾푔푘 = 1|푦푔,휃
(푖)) + 0 ∙ 푃(훾푔푘 = 0|푦푔,휃

(푖))
o ⻉叶斯转换：

公式应⽤：通过⻉叶斯公式将条件概率转换为可计算形式：

 푃(훾푔푘 = 1|푦푔,휃
(푖)) =

푓(푦푔|훾푔푘 = 1,휃
(푖))푃(훾푔푘 = 1|휃

(푖))

∑ 퐾푘 = 1푓(푦푔|훾푔푘 = 1,휃
(푖))푃(훾푔푘 = 1|휃

(푖))
 参数解释：

 分⼦部分：푓(푦푔|휇푘,휎
2
푘)表示第k类的⾼斯密度函数

 分⺟部分：훼푘表示上⼀轮迭代中第k类的混合系数



 隐变量与样本数量的确定 03:12:15

o
o 隐变量确定：通过훾푔푘指示样本是否属于第k类，훾푔푘 = 1表示样本属于第k类

o 样本计数：푛푘 = ∑
푛
푔 = 1훾푔푘，统计属于第k类的样本数量

o 参数依赖：计算过程需要⽤到第k类的参数휇푘和휎
2
푘

 EM算法：E步回顾 03:14:08
o 双重⽬的：

 隐变量补全：在已知参数휃(푖)情况下，通过⻉叶斯公式计算훾푔푘
 ⽬标函数构建：为M步准备优化⽬标函数푄(휃,휃(푖))

隐变量公式：

o 훾푔푘 =
훼푘푝(푦푔|휇푘,휎

2
푘)

∑ 퐾푙 = 1훼푙푝(푦푔|휇푙,휎
2
푙 )

o 参数限定：计算时只需使⽤对应第k类的参数휇푘和휎
2
푘

 EM算法：M步的⽬标函数 03:16:19
函数组成：

o ∑ 퐾푘 = 1푛푘푙푛훼푘 + ∑
푛
푔 = 1훾푔푘푙푛푝(푦푔|휇푘,휎

2
푘)

o 约束条件：∑ 퐾푘 = 1훼푘 = 1
对数展开：

o -
1
2푙푛(2휋) -

1
2푙푛휎

2
푘 -

1
2휎2푘

(푦푔 - 휇푘)
2

o 待求参数：훼푘,휇푘,휎2푘
 EM算法：M步求解 03:19:29



o
o 优化⽬标：
o 约束处理：需考虑∑ 훼푘 = 1的约束条件
o 求解⽅法：使⽤拉格朗⽇乘数法等优化⼯具

 EM算法：参数估计结果 03:20:26

o

o 混合系数：훼̂푘 =
푛푘
푛

o 均值估计：휇̂푘 =
∑ 푛푔 = 1훾푔푘푦푔

푛푘



o ⽅差估计：휎̂2푘 =
∑ 푛푔 = 1훾푔푘(푦푔 - 휇̂푘)

2

푛푘
 EM算法：参数估计结果的理解 03:21:38

o
o 混合系数：表示第k个分布的样本占⽐，⽤估计的样本数푛푘除以总数n
o 均值估计：仅使⽤훾푔푘 = 1的样本计算加权平均
o ⽅差估计：基于已分类样本计算样本⽅差
o 选择机制：훾푔푘作为指示函数筛选属于当前分布的样本

 EM算法：参数求解 03:23:31

o



o 迭代过程：交替执⾏E步和M步直⾄收敛
o 输出结果：最终参数휃 *包含3퐾个参数（K个分布的훼푘,휇푘,휎2푘）
o 优化求解：需要通过带约束的优化问题推导参数估计式

 EM算法：拉格朗⽇乘⼦法 03:24:54

o
o 约束转换: 通过引⼊拉格朗⽇乘⼦휆，将有约束优化问题转化为⽆约束优化问题
o 参数增加: 使⽤拉格朗⽇乘⼦法后，参数总数变为3푘 + 1个（包含拉格朗⽇参数휆

）
o ⽬标函数: 新的⽆约束⽬标函数记为푄0

 EM算法：拉格朗⽇乘⼦法求解 03:26:14
o 参数훼푘的求解




 求导⽅法: 对훼푘求偏导，找出包含훼푘的项
 关键项: 主要包含훼푘的项有两处
 约束条件: 需要满⾜∑ 훼푘 = 1的约束条件

o 具体推导过程



 偏导结果: 对훼푘求偏导得到
푛ℎ푎푡푘
훼푘

+ 휆 = 0

 乘⼦关系: 推导出휆 = -
푛ℎ푎푡푘
훼푘

 约束应⽤: 利⽤∑ 훼푘 = 1的约束条件，求和后得到휆 = - 푁



 最终解: 代⼊得到훼ℎ푎푡푘 =
푛푘
푁，与理论结果⼀致

三、统计学习⽅法 03:29:27
1. 课前回顾

1）⽆约束问题 03:29:40



 优化⽬标: 通过EM算法求解⽆约束优化问题，⽬标函数为푄(휃,휃) =
1
2(푥,푒)

 求解步骤: 包含E步（期望计算）和M步（参数最⼤化），迭代直到收敛
2）例题1:求缪开和什么开的平⽅ 03:29:59




 参数估计:

o 包含项: 仅需对包含휇푘的项求偏导
o 偏导过程: 使⽤复合函数求导法则，得到∑ 푛푔 = 1훾푔푘(푦푔 - 휇푘) = 0

o 简化结果:휇̂푘 =
∑ 푛푔 = 1훾푔푘푦푔
∑ 푛푔 = 1훾푔푘

 数学技巧: 由于휎2푘 > 0，可简化计算只需令分⼦部分为零
3）例题2:求⽆约束问题 03:32:28




 迭代公式:휃(푥 - 푥) = 푎푟푔푚푎푥휃푄(휃,휃

(푡))
 收敛条件: 通过E步和M步交替进⾏直到参数收敛
4）例题3:求三个⻔开的平⽅ 03:32:51


 估计步骤:

o 对휎2푘求偏导
o 令偏导数为零并简化



o 得到估计式휎̂2푘 =
∑ 푛푔 = 1훾푔푘(푦푔 - 휇푘)

2

∑ 푛푔 = 1훾푔푘
 统计意义: 分⺟∑ 훾푔푘表示属于第k个分布的样本数

2. ⾼斯混合模型参数估计的EM算法 03:35:39


 算法输⼊: 观测数据푦1,...,푦푁和⾼斯混合模型
 算法输出: 模型参数{훼푘,휇푘,휎

2
푘}
퐾
푘 = 1

 E步:

o 响应度计算:훾푗푘 =
훼푘휑(푦푗|휃푘)

∑ 퐾푘 = 1훼푘휑(푦푗|휃푘)
o 隐变量估计: 通过⻉叶斯公式补全隐变量信息

 M步:
o 参数更新:

 휇̂푘 =
∑ 훾푗푘푦푗
∑ 훾푗푘

 휎̂2푘 =
∑ 훾푗푘(푦푗 - 휇푘)

2

∑ 훾푗푘

 훼̂푘 =
∑ 훾푗푘
푁

 迭代终⽌: 重复E步和M步直到收敛
3. GEM算法




 F函数构成:퐹(~푃,휃) = 퐸~푃[푙표푔푃(푌,푍|휃)] + 퐻(~푃)

o 期望部分: 与EM算法中的Q函数对应
o 熵部分:퐻(~푃) = - 퐸~푃푙표푔~푃(푍)

 算法特点:
o ⼴义形式: 是EM算法的推⼴
o 两步极⼤化: 先对隐变量分布极⼤化，再对参数极⼤化

 与EM关系:
o 将对数似然分解为Q函数和H函数
o H函数对应信息熵的概念

4. GEM算法 03:37:46

1）f函数 03:38:47

 引理9.1 03:45:03
o 引理9.1的概述




 核⼼结论：对于固定参数휃，存在唯⼀分布~푃휃使函数퐹(~푃,휃)极⼤化，该分

布由~푃휃(푍) = 푃(푍|푌,휃)给出，且~푃휃随휃连续变化。
 物理意义：当模型参数휃固定时，可以通过最⼤化F函数找到隐变量Z的最优

分布，这个分布就是给定观测Y和参数휃时的条件分布。
o 引理9.1的证明思路 03:46:10

 优化⽬标：将分布求解问题转化为带约束的优化问题，需要同时满⾜：
 ⽬标函数퐹(~푃,휃)最⼤化
 概率分布的基本性质∑~푃휃(푍) = 1

 ⽅法选择：采⽤拉格朗⽇乘⼦法处理带约束的优化问题，构造泛函进⾏变分
求解。

o 引理9.1的证明过程 03:47:50




 函数构造：

 F函数分解为两部分：Q函数（对数似然期望）和H函数（熵的负值）
 拉格朗⽇函数形式：퐿 = 퐸푃[푙표푔푃(푌,푍|휃)] - 퐸푃[푙표푔푃(푍)] + 휆(1 - ∑ 푃(푍))

 求导过程：
 对特定z的概率P(z)求偏导
 得到关键⽅程：푙표푔푃(푌,푧|휃) - 푙표푔푃(푧) - 1 - 휆 = 0

 解的形式：

 푃(푧) =
푃(푌,푧|휃)
푒휆 + 1

 通过归⼀化约束确定휆，最终得到푃(푧) = 푃(푧|푌,휃)
o 引理9.1的证明收尾与结论 03:54:18




 归⼀化处理：利⽤概率总和为1的性质，消去拉格朗⽇乘⼦휆，最终表达式恰

好是条件概率形式。
 连续性证明：由于条件概率푃(푍|푌,휃)关于휃连续，故~푃휃也随휃连续变化。

o 引理9.1与EM算法的联系 03:54:34
 E步对应：在EM算法的E步中，正是固定휃求隐变量分布的过程，与引理9.1的

结论完全⼀致。
 理论保证：该引理确保了EM算法E步中隐变量分布求解的唯⼀性和合理性。

 引理9.2 03:55:20
o 引理9.2的背景与核⼼问题 03:55:24


 命题内容：当~푃휃(푍) = 푃(푍|푌,휃)时，有퐹(~푃,휃) = 푙표푔푃(푌|휃)



 意义解读：说明在最优隐变量分布下，F函数的值等于观测数据的对数边际
似然。

o f函数的构成与期望性质 03:56:16
 函数分解：

 Q函数：퐸[푙표푔푃(푌,푍|휃)]
 H函数： - 퐸[푙표푔푃(푍)]

 期望性质应⽤：
 线性性：퐸[푎푋 + 푏] = 푎퐸[푋] + 푏
 常量性质：常数期望等于其⾃⾝

o q函数与h函数的期望计算 03:56:30
 合并处理：

 푄 +퐻 = 퐸[푙표푔
푃(푌,푍|휃)
푃(푍) ] = 퐸[푙표푔푃(푌|휃)]

 关键简化：

 利⽤条件概率定义：푃(푍|푌,휃) =
푃(푌,푍|휃)
푃(푌|휃)

 分⼦分⺟中的푃(푌|휃)与分布⽆关，可提出期望
o f函数最⼤值的求解与结论 03:58:15

 最终推导：
 由于푙표푔푃(푌|휃)不依赖Z，根据期望的常量性质，퐸[푙표푔푃(푌|휃)] =

푙표푔푃(푌|휃)
 也可以通过展开求和式，利⽤概率归⼀性直接验证

 结论意义：建⽴了F函数与边际似然的直接联系，为EM算法的收敛性证明奠
定基础

 定理9.3 04:03:15

o
o 定理内容：设퐿(휃) = 푙표푔푃(푌|휃)为观测数据的对数似然函数，휃(푖)为EM算法得到

的参数估计序列，函数퐹(~푃,휃)由式(9.33)定义。如果퐹(푃̅,휃)在푃̅ *和휃 *有局部极
⼤值，那么퐿(휃)也在휃 *有局部极⼤值；类似地，如果퐹(~푃,휃)在~푃 *和휃 *达到全
局最⼤值，那么퐿(휃)也在휃 *达到全局最⼤值。



o 引理9.1和引理9.2的内容 04:03:23


 引理9.1：对于固定的휃，存在唯⼀的分布푃̅휃极⼤化퐹(푃⃗,휃)，这时푃̅휃由

푃휃(푍) = 푃(푍|푌,휃)给出，并且푃̅휃随휃连续变化。
 引理9.2：若푃̅휃(푍) = 푃(푍|푌,휃)，则퐹(푃̅,휃) = 푙표푔푃(푌|휃)。
 关系说明：这两个引理说明了在固定휃的情况下如何通过F函数来获得对数似

然函数퐿(휃)。
o 定理9.3第⼀部分证明思路 04:05:27


 证明⽅法：采⽤反证法

 假设：퐿(휃)在휃 *处未取得局部最⼤值，即存在휃 * *使得퐿(휃 * * ) >
퐿(휃 * )



 推导：根据引理9.2，这意味着퐹(푃 * * ,휃 * * ) > 퐹(푃 * ,휃 * )
 ⽭盾：这与F在(푃 * ,휃 * )有局部极⼤值的条件⽭盾

 关键点：利⽤P随휃连续变化的性质，说明휃 * *在휃 *的邻域内时，
(푃 * * ,휃 * * )也在(푃 * ,휃 * )的邻域内。

o 定理9.3第⼆部分证明思路 04:10:56
 证明⽅法：同样采⽤反证法

 假设：퐿(휃)在휃 *处未取得全局最⼤值，即存在휃 * *使得퐿(휃 * * ) >
퐿(휃 * )

 推导：根据引理9.2，这意味着퐹(푃 * * ,휃 * * ) > 퐹(푃 * ,휃 * )
 ⽭盾：这与F在(푃 * ,휃 * )有全局极⼤值的条件⽭盾

 区别：与第⼀部分不同，这⾥휃 * *可以在整个定义域内任意取值。
o 定理9.3的总结 04:12:00

 核⼼结论：F函数的极值性质决定了퐿(휃)的极值性质
 应⽤意义：为EM算法中通过最⼤化F函数来间接最⼤化퐿(휃)提供了理论依据
 预备知识：该定理为后续介绍F函数的极⼤极⼤算法和⼴义EM算法奠定了基

础
2）EM算法的⼀次迭代 04:12:43

 定理9.4 04:12:47

o
o 迭代结构：EM算法每次迭代包含两个步骤，通过F函数的极⼤-极⼤算法实现：

 固定当前参数估计휃(푖)，求使퐹(푃⃗,휃(푖))极⼤化的~푃(푖 + 1)
 固定~푃(푖 + 1)，求使퐹(푃⃗(푖 + 1),휃)极⼤化的휃(푖 + 1)

o E步本质：对应引理9.1-9.2，固定参数时求得的~푃(푖 + 1)实际上是隐变量Z的条件
概率分布푃(푍|푌,휃(푖))，这与传统EM算法中"补全隐变量信息"的⽬标⼀致。

o M步本质：对应定理9.3，将F函数分解为Q函数和熵函数后，由于熵函数不含待估
参数，极⼤化F函数等价于极⼤化Q函数。

 GEM算法1 04:16:23



o
o 算法框架：

 初始化参数휃(0)
 E步：固定휃(푖)，求使퐹(푃⃗,휃(푖))极⼤化的~푃(푖 + 1)
 M步：固定~푃(푖 + 1)，求使퐹(푃⃗(푖 + 1),휃)极⼤化的휃(푖 + 1)
 重复直到收敛

o 与传统EM关系：该算法通过F函数视⻆重新解释EM过程，E步对应第⼀次极⼤化
（补全隐变量），M步对应第⼆次极⼤化（更新参数），⼆者共同构成"极⼤-极
⼤"过程。

 GEM算法2 04:18:38

o



o 改进动机：当参数维度较⾼（如⾼斯分布含휇和휎2）时，直接求Q函数全局极⼤
值困难。

o 核⼼思想：退⽽求其次，只需找到使푄(휃(푖 + 1),휃(푖)) > 푄(휃(푖),휃(푖))的参数即可。
o 算法特点：

 仍保持E步计算Q函数的完整过程
 M步放宽要求，不要求达到全局最优，只需保证似然函数值单调增加
 收敛速度可能较慢，但保证可⾏性

 GEM算法3 04:20:47
o 优化策略：受坐标下降法启发，采⽤分量更新策略：

 每次固定其他所有参数
 仅优化单个参数分量使其对应Q函数值增⼤
 轮换更新所有分量完成⼀轮迭代

o 优势：
 将⾼维优化问题分解为系列⼀维问题
 每个⼦问题求解简单（如⾼斯分布可分别优化휇和휎2）
 保证整体Q函数值单调上升

o 理论保证：当所有分量都完成优化后，新的参数估计必然满⾜푄(휃(푖 + 1),휃(푖)) ≥
푄(휃(푖),휃(푖))

5. ⼴义EM算法总结


1）算法概述

 核⼼思想：通过引⼊f函数实现⼴义EM算法，采⽤"极⼤-极⼤化"策略进⾏参数估计
 算法类型：基于Q函数和坐标下降法的第三种实现⽅式
 关键改进：相⽐标准EM算法，通过分步条件极⼤化提⾼收敛效率
2）GEM算法3具体步骤

 输⼊输出：



o 输⼊：观测数据Y和Q函数푄(휃,휃(푖))
o 输出：优化后的模型参数휃

 初始化阶段：
o 设置初始参数휃(0) = (휃(0)1 ,휃

(0)
2 , ⋯ ,휃

(0)
푑 )

o 开始迭代过程
 迭代过程：

o E步计算：
 计算期望푄(휃,휃(푖)) = 퐸푍[푙표푔푃(푌,푍|휃)|푌,휃

(푖)]
 具体形式：∑ 푍푃(푍|푌,휃

(푖))푙표푔푃(푌,푍|휃)
o M步优化：

 采⽤d次条件极⼤化：
 固定휃(푖)2 ,...,휃

(푖)
푑 ，优化휃

(푖 + 1)
1

 固定휃(푖 + 1)1 和휃(푖)푗 (푗 = 3,...,푑)，优化휃
(푖 + 1)
2

 依次类推完成所有参数更新
 确保푄(휃(푖 + 1),휃(푖)) > 푄(휃(푖),휃(푖))

o 收敛判断：
 重复迭代直⾄满⾜收敛条件

3）算法特点

 优化策略：采⽤坐标下降法逐个维度优化参数
 收敛保证：每次迭代⾄少保证Q函数不减⼩
 计算效率：相⽐全局优化，分步优化可能减少单次迭代计算量
 适⽤场景：特别适合⾼维参数空间的情况
4）相关算法对⽐

 算法1：直接使⽤f函数的实现
 算法2：退⽽求其次使⽤Q函数的简化版本
 算法3：当前讨论的使⽤Q函数+坐标下降法的版本

四、知识⼩结
知识点 核⼼内容 关键公式/步骤 应⽤案例 难度系数
EM算法基础
概念

期望最⼤化算
法，⽤于含隐
变量或不完整
数据的参数估
计

Q(θ,θⁱ) =
E[logP(Y,Z|θ)|Y,θⁱ]

硬币抛掷实
验（Nature
案例）

⭐⭐

与极⼤似然
估计关系

EM是极⼤似然
估计的扩展，
处理完全数据
时退化为MLE

θ̂ = argmax
logP(Y|θ)

不均匀骰⼦
概率估计

⭐⭐

E步详解 计算隐变量后
验分布，构建
Q函数

γⱼₖ⁽ⁱ⁺¹⁾ =
P(zⱼ=k|yⱼ,θⁱ)

三硬币模型
隐变量计算

⭐⭐⭐

M步详解 最⼤化Q函数
更新参数

θⁱ⁺¹ = argmax
Q(θ,θⁱ)

⾼斯混合模
型参数更新

⭐⭐⭐⭐



收敛性证明 通过Jensen不
等式保证似然
函数单调递增

L(θⁱ⁺¹) ≥ L(θⁱ) 函数下界分
析

⭐⭐⭐⭐

⾼斯混合模
型应⽤

⽤EM算法估计
多个⾼斯分布
的混合参数

αₖ = nₖ/N, μₖ =
Σγⱼₖyⱼ/nₖ

双峰数据分
布建模

⭐⭐⭐

GEM算法 ⼴义EM算法，
放宽M步要求

F(p,θ) =
E_p[logP(Y,Z|θ)] 
+ H(p)

坐标上升法
实现

⭐⭐⭐⭐

算法⽐较 EM vs GEM：
精确最⼤化 vs
近似优化

表格对⽐收敛速度/
计算复杂度

不同初始化
策略对⽐

⭐⭐⭐

实践注意事
项

初始值敏感性
/局部最优问
题

多随机初始化策略 实际数据缺
失处理

⭐⭐⭐⭐
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