
⼀、感知机 00:03
1. 模型介绍 00:21


 输⼊空间：푋⊆퐑푛，输⼊实例表示为푥 = (푥(1),푥(2), ⋯ ,푥(푛))푇 ∈ 푋
 输出空间：푌 = { + 1, - 1}，+1代表正类，-1代表负类

 模型定义：푓(푥) = 푠푖푔푛(푤 ∙ 푥 + 푏) =
+ 1, 푤 ∙ 푥 + 푏 ≥ 0
- 1, 푤 ∙ 푥 + 푏 < 0

 参数说明：
o 权值向量：푤 = (푤(1),푤(2), ⋯ ,푤(푛))푇 ∈ 퐑푛
o 偏置项：푏 ∈ 퐑
o 内积运算：푤 ∙ 푥 = ∑ 푛푖 = 1푤

(푖)푥(푖)
 假设空间：퐹 = {푓 ∣ 푓(푥) = 푤 ∙ 푥 + 푏}，包含所有可能的线性分类器
1）模型介绍的⼏何含义 03:17




 超平⾯定义：푤 ∙ 푥 + 푏 = 0是特征空间퐑푛中的超平⾯S

o 法向量：w垂直于超平⾯
o 截距：b决定超平⾯位置

 空间划分：
o 正类区域：푤 ∙ 푥 + 푏 ≥ 0
o 负类区域：푤 ∙ 푥 + 푏 < 0

 维度关系：
o ⼀维特征空间：分离点为实数轴上的点
o ⼆维特征空间：分离超平⾯为直线
o 三维特征空间：分离超平⾯为平⾯
o n维特征空间：分离超平⾯为n-1维⼦空间

2）模型介绍的流程图 06:15




 训练阶段：输⼊训练集{(푥1,푦1),...,(푥푁,푦푁)}，学习系统输出模型参数w,b
 预测阶段：新实例푥푁 + 1通过模型푓(푥) = 푠푖푔푛(푤 ∙ 푥 + 푏)预测类别푦푁 + 1
2. 学习策略 07:06

1）学习策略的条件 07:13


 线性可分性：数据集푇 = {(푥1,푦1),...,(푥푁,푦푁)}存在超平⾯S使得：

o 正例点满⾜푤 ∙ 푥푖 + 푏 > 0且푦푖 = + 1
o 负例点满⾜푤 ∙ 푥푖 + 푏 < 0且푦푖 = - 1

 不可分情况：⽆法找到满⾜上述条件的超平⾯
2）学习策略的定义 08:33



 核⼼⽬标：寻找使所有训练样本正确分类的w,b参数
 ⽅法选择：通过最⼩化损失函数来确定最优参数
3）学习策略的误分类点距离 10:39



 任意点到超平⾯距离：
1
|푤||푤 ∙ 푥0 + 푏|

 正确分类点距离：

o 正类点：
푤 ∙ 푥0 + 푏
|푤|

o 负类点： -
푤 ∙ 푥0 + 푏
|푤|

 错误分类点距离：

o 统⼀表达式：
- 푦0(푤 ∙ 푥0 + 푏)

|푤|
4）学习策略的所有误分类点距离 11:03

 单个误分类点距离：
- 푦푖(푤 ∙ 푥푖 + 푏)

|푤|
 总距离公式： -

1
|푤|∑ 푥푖 ∈푀푦푖(푤 ∙ 푥푖 + 푏)

o M为所有误分类点的集合
 优化考虑：|푤|不影响分类结果判断，可忽略
5）学习策略的损失函数 11:21




 定义：퐿(푤,푏) = - ∑ 푥푖 ∈푀

푦푖(푤 ∙ 푥푖 + 푏)
 性质：

o ⾮负函数，当⽆误分类点时L(w,b)=0
o 误分类点越少，损失函数值越⼩

 优化⽬标：通过最⼩化L(w,b)寻找最优w,b参数
3. 准备知识 13:01

1）直观理解 13:39


 核⼼思想：通过下⼭过程的类⽐理解梯度下降法，每次选择当前位置最陡峭的⽅向

（负梯度⽅向）前进⼀⼩步（由步⻓휂控制）
 关键要素：



o ⽅向：函数在该点的梯度⽅向（最陡上升⽅向），取其反⽅向即为下降最快⽅向
o 步⻓：每次迭代的移动距离，直接影响收敛速度和精度

 类⽐说明：如同在浓雾中下⼭，只能通过局部信息（当前位置的坡度）决定下⼀步⾛
向

2）梯度下降法概念 15:19


 梯度定义：

o 数学表达： ∇ =
∂ 푓(휃)
∂ 휃

o 物理意义：函数在某点处⽅向导数最⼤的向量，包含⽅向（最⼤增⻓率⽅向）和
⼤⼩（变化率）

 适⽤条件：要求⽬标函数푓(휃)是凸函数
 迭代公式：휃(푘 + 1) = 휃(푘) - 휂 ∇ 푓(휃(푘))

o 휃(푘)：第k次迭代的参数值
o 휂：学习率（步⻓）
o ∇ 푓(휃(푘))：当前点的梯度

3）梯度下降法算法 16:34




 算法流程：

o 初始化：选择初始值휃(0)，设k=0
o 计算当前函数值푓(휃(푘))
o 计算当前梯度 ∇ 푓(휃(푘))
o 参数更新：휃(푘 + 1) = 휃(푘) - 휂 ∇ 푓(휃(푘))
o 终⽌条件：

 相邻函数值差|푓(휃(푘 + 1)) - 푓(휃(푘))| < 휖
 或参数变化量|휃(푘 + 1) - 휃(푘)| < 휖

 计算实例：
o 单变量函数：푓(푥) = 푥2的梯度为2푥
o 多变量函数：푓(휃1,휃2,휃3)的梯度为[10휃1,2,4휃

3
3]

o 收敛示例：当휂 = 0.4，휖 = 0.01时，迭代序列为1→0.2→0.04→0.008→0.0016
4）梯度下降法原理 20:44




数学基础：基于函数的⼀阶泰勒展开：
 푓(휃) ≈ 푓(휃(푘)) + (휃 - 휃(푘)) ∇ 푓(휃(푘))
 ⽅向选择：

o 要使푓(휃) - 푓(휃(푘)) < 0，需满⾜푣 ∙ ∇ 푓(휃(푘)) < 0

o 最优⽅向：푣 = -
∇ 푓(휃(푘))
| ∇ 푓(휃(푘))|（单位负梯度⽅向）

公式推导：

휃(푘 + 1) = 휃(푘) - 휂'
∇ 푓(휃(푘))
| ∇ 푓(휃(푘))| = 휃

(푘) - 휂 ∇ 푓(휃(푘))

 其中휂 = 휂' / | ∇ 푓(휃(푘))|

⼆、感知机的学习算法之原始形式 24:25
1. 学习问题 24:33

 训练数据集：푇 = {(푥1,푦1),(푥2,푦2),...,(푥푁,푦푁)}，其中푥푖 ∈ 푋⊆퐑
푛为n维特征向量，푦푖 ∈

푌 = { + 1, - 1}表示类别标签（+1为正类，-1为负类）
 损失函数：퐿(푤,푏) = - ∑ 푥푖 ∈푀

푦푖(푤 ∙ 푥푖 + 푏)，其中M为误分类点集合，w·x表示向量内积

 优化⽬标：，即寻找使损失函数最⼩的超平⾯参数w和b
2. 原始形式 26:26

1）随机梯度下降法 26:33




 梯度计算：

o ∇ 푤퐿(푤,푏) = - ∑ 푥푖 ∈푀
푦푖푥푖

o ∇ 푏퐿(푤,푏) = - ∑ 푥푖 ∈푀
푦푖

 批量梯度下降：
o 每次迭代使⽤所有误分类点
o 更新规则：푤←푤 + 휂 ∑ 푥푖 ∈푀

푦푖푥푖，푏←푏 + 휂 ∑ 푥푖 ∈푀
푦푖

 随机梯度下降：
o 每次随机选取⼀个误分类点
o 更新规则：푤←푤 + 휂푦푖푥푖，푏←푏 + 휂푦푖
o 优势：迭代速度更快，可能减少后续误分类点数量

2）原始形式的算法 30:06




 输⼊：训练集T，学习率휂(0 < 휂 ≤ 1)
 输出：参数w,b；感知机模型푓(푥) = 푠푖푔푛(푤·푥 + 푏)
 算法步骤：

o 初始化푤0 = 0，푏0 = 0
o 随机选取数据(푥푖,푦푖)
o 若푦푖(푤·푥푖 + 푏) ≤ 0（误分类），则更新：

 푤←푤 + 휂푦푖푥푖
 푏←푏 + 휂푦푖

o 重复2-3直到⽆误分类点
 特点：解不唯⼀，依赖初始值和误分类点选取顺序
3）应⽤案例 32:50

 例题:感知机模型求解



o

o



o
o 题⽬解析：

 训练集：푇 = {(3,3)푇, + 1),((4,3)푇, + 1),((1,1)푇, - 1)}，휂 = 1
 迭代过程：

 初始푤0 = (0,0)
푇，푏0 = 0

 误分类点푥1：更新后푤1 = (3,3)
푇，푏1 = 1，模型3푥

(1) + 3푥(2) + 1 = 0
 误分类点푥3：更新后푤2 = (2,2)

푇，푏2 = 0，模型2푥
(1) + 2푥(2) = 0

 经过7次迭代得最终解：푤7 = (1,1)
푇，푏7 = - 3，模型푥

(1) + 푥(2) - 3 = 0
 结果验证：

 分离超平⾯：푥(1) + 푥(2) - 3 = 0
 感知机模型：푓(푥) = 푠푖푔푛(푥(1) + 푥(2) - 3)

 注意事项：
 不同误分类点顺序可能得到不同解（如2푥(1) + 푥(2) - 5 = 0）
 解的不唯⼀性是感知机算法的特点

三、感知机的学习算法之对偶形式 39:01
1. 对偶形式 39:23

1）对偶形式的算法 45:33




 参数更新规则：当(푥푖,푦푖)为误分类点时，更新公式为：

o 푤←푤 + 휂푦푖푥푖
o 푏←푏 + 휂푦푖

 初始条件：假设푤0 = 0，푏0 = 0，对误分类点(푥푖,푦푖)更新푛푖次后：
o w的增量为훼푖푦푖푥푖
o b的增量为훼푖푦푖
o 其中훼푖 = 푛푖휂

 最终参数表达式：
o 푤 = ∑ 푁푖 = 1훼푖푦푖푥푖
o 푏 = ∑ 푁푖 = 1훼푖푦푖

o
 输⼊：训练集푇 = {(푥1,푦1),...,(푥푁,푦푁)}，步⻓휂
 输出：훼和b，感知机模型푓(푥) = 푠푖푔푛( ∑ 푁푗 = 1훼푗푦푗푥푗 ∙ 푥 + 푏)



 算法步骤：
o 初始化훼(0) = (0,...,0)푇，푏(0) = 0
o 随机选取数据(푥푖,푦푖)
o 若푦푖( ∑

푁
푗 = 1훼푗푦푗푥푗 ∙ 푥푖 + 푏) ≤ 0，则更新：

 훼푖←훼푖 + 휂
 푏←푏 + 휂푦푖

o 重复步骤2-3直到⽆分类错误
2）对偶形式的迭代条件 47:59


 误分类条件：푦푖( ∑

푁
푗 = 1훼푗푦푗푥푗 ∙ 푥푖 + 푏) ≤ 0

 Gram矩阵：퐺 = [푥푖 ∙ 푥푗]푁 ×푁，存储所有样本间的内积
o 第⼀⾏：푥1 ∙ 푥1,푥1 ∙ 푥2,...,푥1 ∙ 푥푁
o 第⼆⾏：푥2 ∙ 푥1,푥2 ∙ 푥2,...,푥2 ∙ 푥푁
o ...
o 第N⾏：푥푁 ∙ 푥1,푥푁 ∙ 푥2,...,푥푁 ∙ 푥푁

3）例题：例2.1的原始算法求解




 题⽬解析：

o 实例푥1作为误分类点出现2次，푛1 = 2
o 实例푥2未出现，푛2 = 0
o 实例푥3作为误分类点出现5次，푛3 = 5
o 总迭代次数为7次（푛1 + 푛3）

 参数计算：
o 设휂 = 1，则훼1 = 2，훼3 = 5
o 푤 = 2 × 1 × (3,3) + 5 × ( - 1) × (1,1) = (6,6) + ( - 5, - 5) = (1,1)
o 푏 = 2 × 1 + 5 × ( - 1) = - 3

 最终模型：푓(푥) = 푠푖푔푛(푥1 + 푥2 - 3)
2. 应⽤案例 50:16

1）例题:感知机模型求解

 输⼊数据：
o 训练集：푇 = {(푥1, + 1),(푥2, + 1),(푥3, - 1)}
o 其中：푥1 = (3,3)

푇，푥2 = (4,3)
푇，푥3 = (1,1)

푇

o 学习率：휂 = 1
 输出⽬标：

o 参数훼和b
o 感知机模型：푓(푥) = 푠푖푔푛( ∑ 푁푗 = 1훼푗푦푗푥푗 ∙ 푥 + 푏)

 算法初始化



o
o 初始参数设置：

 훼 < 0 > = (0,0,0)푇
 푏 < 0 > = 0

o Gram矩阵计算：

 퐺 =
18 21 6
21 25 7
6 7 2

 计算说明：푥푖 ∙ 푥푗表示向量内积，如푥1 ∙ 푥1 = 3 × 3 + 3 × 3 = 18
 迭代过程

o
o 误分条件：

 푦푖( ∑
푁
푗 = 1훼푗푦푗푥푗 ∙ 푥푖 + 푏) ≤ 0

o 参数更新规则：
 훼푖←훼푖 + 1



 푏←푏 + 휂푦푖
o 第⼀次迭代：

 误分点：푥1
 更新后：훼 < 1 >1 = 1，푏 < 1 > = 1


o 完整迭代记录：

 最终结果

o
o 参数计算：

 푤 < 7 > = 2푥1 + 0 × 푥2 - 5푥3 = (1,1)
푇

 푏 < 7 > = - 3
o 模型输出：

 分离超平⾯：푥(1) + 푥(2) - 3 = 0
 感知机模型：푓(푥) = 푠푖푔푛(푥(1) + 푥(2) - 3)

o 算法特性：



 对偶形式与原始形式最终得到的分离超平⾯相同
 算法具有收敛性但解不唯⼀，需加约束条件才能确定唯⼀解

四、算法的收敛性 59:13
1. 定理 59:42


 扩充向量表示:

o 푤̂ = (푤푇,푏)푇表示扩充权重向量
o 푥̂ = (푥푇,1)푇表示扩充样本向量
o 分离超平⾯可表示为푤̂ ∙ 푥̂ = 0

 定理内容:
o 给定线性可分训练集푇 = {(푥1,푦1),...,(푥푁,푦푁)}，其中푥푖 ∈ 푅

푛,푦푖 ∈ { + 1, - 1}
o (1) 存在满⾜条件||푤̂표푝푡|| = 1的超平⾯푤̂표푝푡 ∙ 푥̂ = 0将T完全正确分开，且存在훾 > 0

使得对所有푖 = 1,...,푁有푦푖(푤̂표푝푡 ∙ 푥̂푖) ≥ 훾

o (2) 令푅 =푚푎푥1 ≤ 푖 ≤ 푁||푥̂푖||，则感知机算法在T上的误分类次数k满⾜푘 ≤ (
푅
훾)2

2. 证明 01:02:12

1）第⼀条证明




 超平⾯存在性:

o 由于T线性可分，必存在푤̂표푝푡 ∙ 푥̂ = 0将T完全正确分开
o 可令||푤̂표푝푡|| = 1使超平⾯表示唯⼀

 正下限存在性:
o 对所有样本有푦푖(푤̂표푝푡 ∙ 푥̂푖) > 0
o 取훾 =푚푖푛푖{푦푖(푤표푝푡 ∙ 푥푖 + 푏표푝푡)}，则푦푖(푤̂표푝푡 ∙ 푥̂푖) ≥ 훾

2）第⼆条证明


 权重更新规则:

o 初始푤̂0 = 0（n+1维零向量）
o 误分类时更新：푤̂푘 = 푤̂푘 - 1 + 휂푦푖푥̂푖



 不等式推导:
o 第⼀个不等式：푤̂푘 ∙ 푤̂표푝푡 ≥ 푘휂훾
o 第⼆个不等式：||푤̂푘||

2 ≤ 푘휂2푅2

o
 最终结论:

o 结合两个不等式得到푘휂훾 ≤ 푘휂푅

o 化简得푘 ≤ (
푅
훾)2，证明误分类次数有上限

3. 收敛性 01:11:24


 收敛条件:

o 线性可分：算法有限次迭代后必收敛，能得到完全正确分类的超平⾯
o 线性不可分：算法不收敛，迭代结果会震荡



 依赖性:
o 不同初值选择或误分类点顺序可能导致不同分离超平⾯
o 为得到唯⼀解需增加约束条件（如⽀持向量机中的约束）

五、知识⼩结
知识点 核⼼内容 考试重点/易混淆点 难度系数
感知机模
型

⼆分类线性分类模型，输⼊
空间为n维实数空间⼦集，输
出空间为{+1,-1}

符号函数定义：
f(x)=sign(w·x+b)

⭐⭐⭐

假设空间
与参数空
间

特征空间所有可能的线性函
数构成假设空间，参数空间
为w∈Rⁿ和b∈R组成的n+1维
空间

超平⾯w·x+b=0的⼏何
意义

⭐⭐

线性可分
性

存在超平⾯能将数据集完全
划分为正负类

严格定义：∃超平⾯s使
∀(xi,yi)∈T满⾜
yi(w·xi+b)>0

⭐⭐⭐⭐

损失函数 L(w,b)=-∑(yi(w·xi+b))，仅对
误分类点求和

距离推导：误分类点到
超平⾯距离=-
yi(w·xi+b)/‖w‖

⭐⭐⭐⭐

原始形式
算法

随机梯度下降法，参数更新
公式：w←w+ηyixi，
b←b+ηyi

迭代特性：不同初值/
误分类顺序会导致不同
解

⭐⭐⭐

对偶形式
算法

参数表示为αiyixi的线性组
合，αi=niη（ni为xi被误分类
次数）

Gram矩阵计算：
G=[xi·xj]_{n×n}

⭐⭐⭐⭐

收敛性证
明

线性可分时迭代次数
k≤(R/γ)²，R=max‖x ̂i‖，
γ=min yi(w*·x ̂i)

关键不等式：
kηγ≤‖w ̂k‖≤√kηR

⭐⭐⭐⭐⭐

梯度下降
法

迭代公式：θ_{k+1}=θ_k-η∇f(θ_k)，终⽌条件：‖f(θ_{k+1})-
f(θ_k)‖<ε

步⻓选择：过⼤导致震
荡，过⼩收敛慢

⭐⭐⭐⭐
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