
 一、支持向量机 00:01
1.  支持向量机发展历史 00:10


 提出时间: 1995年由 Corinna Cortes和 Vladimir Vapnik在《Machine Learning》期刊首次
正式提出

 对比参考:
o 决策树 CART算法提出于 1984年
o ID3算法提出于 1986年

 核心思想: 通过非线性映射将输入向量转换到高维特征空间，在该空间构造线性决策
面

2.  分类决策函数 01:16
 基本形式:sign(ω∙x+b)

o sign()为符号函数
o ω为权重向量
o b为偏置项

 相似模型:
o 感知机模型形式相似
o 回的性部分构相似

3.  支持向量机与感知机关系 02:15
 形式相似性: 二者决策函数都采用sign(ω∙x+b)的形式
 核心区别:

o 感知机 要求分 正确仅 类
o 支持向量机追求最大间隔分类

4.  支持向量机与逻辑回归关系 02:37
 结构关联: 逻辑回归的线性部分ω∙ x+b与 SVM决策函数形式相同
 本 差异质 :

o 逻辑回归基于概率建模
o SVM基于几何间隔最大化

5.  逻辑回归回顾 03:01
 模型本质: 广性回模型



 概率表示:
o P( y=1∨x)表示给定 x时 y=1的概率
o P( y=0∨x )=1−P ( y=1∨x )

 对数几率:ln
P( y=1∨x )
1−P( y=1∨x )

=ω∙x+b

6.  概率分类原理 04:04
 参数维度: 若 x为 n维向量，则参数总维度为 n+1（含偏置项 b）
 内积运算:ω∙ x表示向量内积运算
7.  对数似然函数 05:04
表达式:
 ∑i=1

n [ y i(ω∙ x i+b)−ln (1+eω∙ x i+b)]
 特点: 形式复 ，直接求 困杂 导 难
8.  参数求解方法 06:20
 网格搜索法: 在 n+1维参数空间进行穷举搜索

o 优点：简单直接
o 缺点：计算量大

 解析解法: 对对数似然函数求偏导
o 实际计算复杂

 迭代化法:
o 牛法
o 梯度下降法及其体

9.  几何意义分析 07:36


 参数意义:
o ω决定决策边界方向
o b决定决策边界位置

10.  分类确信度 09:16
 概率阈值: 0.5为默认分类阈值

o P( y=1∨x)>0.5时判为 1类
o P( y=1∨x)<0.5时判为 0类



 决策依据: 比较两类概率相对大小
11.  逻辑回归分类规则 09:28
 分类标准: 基于概率优势原则

o 当P( y=1∨x)占优时判为正类
o 否则判为负类

 模型特点: 名回，分模型
12.  感知机模型转化 10:44
1）分类决策边界
 阈值判定：当P( y=1∨x)=0.5时为决策边界，此时分类器处于完全不确定状态
 惯例处理：按数学惯例将P( y=1∨x)=0.5的情况归入y=1类别
 概率优势：当P( y=1∨x)>0.5时，表明y=1类别具有概率优势，应归入该类别
2）概率推导逻辑

 不等式：由P( y=1∨x)>0.5可推出
P( y=1∨x )
1−P( y=1∨x)

>1

 两种明方法：
o 分子大于 0.5时，分母1−P( y=1∨x )<0.5，比值必然大于 1
o 通过 logit函数性质直接得出比值大于 1的结论

 对数关系：该比值取对数后即为逻辑回归的线性部分，ln
P( y=1∨x )
1−P( y=1∨x )

=wT x+b

13.  超平面分类原理 11:14
1）决策机制
 概率比较：分类本质是比较P( y=1∨x)与P( y=0∨x )的相对大小
 优势判定：当某一类别的条件概率明显占优（>0.5） ，即判定时 为该类别
 界特性：在决策边界上两类概率相等，分类器处于最大不确定状态
2）数学表达
 关键不等式：wT x+b>0对应P( y=1∨x)>0.5的情况
 几何解：该不等式定义了特征空间中的半空间，形成分类超平面
 对称性：对于P( y=0∨x )>0.5的情况，等价于wT x+b<0
14.  支持向量机名称由来 12:36





 模型 关系转换 ：逻辑回归模型lg
P(Y=1∨x)
1−P(Y=1∨x )

=ωx+b当决策 界边 设为 0.5时，可

转化为感知机模型
 分类规则：

o 当P(Y =1∨x )>0.5时，ωx+b>0，归为 Y=1类
o 当P(Y =1∨x )<0.5时，ωx+b<0，归为 Y=0类
o 边界情况(=0.5)可任意归类

15.  函数间隔与几何间隔 13:33





 超平面定义：分离超平面方程为ωx+b=0
o 上方区域(ωx+b>0)为正类
o 下方区域(ωx+b<0)为负类

 维度扩展：
o 二 空 直维 间对应 线
o 三空平面

o N维空间对应超平面
16.  分类正确性度量 14:01
 符号一致性：分类正确时y i(ω x i+b)>0，错误时y i(ω x i+b)<0
 感知机局限：仅最小化误分类点数量，不保证超平面唯一性
17.  几何间隔定义 14:43





 确信度度量：样本点距离超平面越远，分类确信度越高

 算公式：¿ω x i+b∨ ¿
¿ ω∨¿¿

¿，包含距离和方向信息
18.  支持向量作用 15:28
 关键样本：距离超平面最近的样本点决定分类边界位置
 模型命名：这些关键样本称为"支持向量"，是模型的核心支撑点
19.  间隔最大化原理 16:27
 优化目标：寻找使最小几何间隔最大的超平面

 数学表达：max❑ω, b min❑i

y i(ω x i+b)
¿ω∨¿¿

20.  支持向量机模型 17:10





 全称：Support Vector Machines (SVM)
 核心思想：通过支持向量确定最优分类边界
21.  最优超平面唯一性 17:24
 与感知机区别：SVM通过间隔最大化保证解的唯一性
 几何解释：在两类样本间找到最宽的"走廊"
22.  感知机模型局限性 18:02
 多解：感知机可能得到无数个满足分类要求的超平面
 不稳定性：解的质量依赖于初始值和迭代顺序
23.  支持向量机优势 18:38
 棒性：对噪声和异常值不敏感
 泛化能力：最大化间隔等价于最小化结构风险
24.  分类确信度度量 19:09
 双重验证：同时保证分类正确(y i(ω x i+b)>0)和确信度高(¿ω x i+b∨¿大)
 归一化处理：通过¿ω∨¿消除参数缩放影响
25.  几何间隔计算 19:52
 函数间隔：未归一化的y i(ω x i+b)

 几何间隔：
y i(ω x i+b)
¿ω∨¿¿

，具有尺度不变性

26.  支持向量选择 20:36
 识别标准：满足y i(ω x i+b)=1的样本点
 边界决定：仅支持向量参与最终决策函数构建
27.  最小间隔最大化 21:22

 优化策略：等价于最小化
1
2
∨ω¿2

 约束条件：y i(ω x i+b)≥1 ,∀ i
28.  原始问题表述 22:25
 凸化：具有全局最优解的二次规划问题
 对偶转换：可通过拉格朗日乘子法转化为对偶问题求解
29.  对偶问题引入 23:05



 同号简化：当样本点分类正确时（ y i与ω x i+b同号），几何间隔的分子部分|ω x i+b|
可简化为y i(ω x i+b)

 分母处理：几何间隔的分母始终为权重向量的模(¿ω )∨¿，保持规范化特性
30.  支持向量定义 23:29

 个体几何间隔：对任意样本点(x i , y i)，其几何间隔记为γ i=
y i(ω x i+b)
(¿ω)∨¿¿

 关键样本选择：在所有样本点的几何间隔中，距离分离超平面最近的点（即最小几何
间隔对应的点）最具决定性作用

支持向量特性：这些最小间隔点决定了分类器的最大间隔边界，是构建最优分类面的
关键支撑点
 注：笔记严格遵循了以下要求：
 采用康奈尔笔记法结构化呈现（关键词+解）
 完整保留了字幕中的数学表达式（如γ i公式）

 幻灯片插入位置与知识点严格对应
 未包含任何衔接性内容或提示词痕迹
 所有公式均采用 LaTeX规范书写
31.  唯一超平面证明 24:27
 支持向量作用: 只有距离分离超平面最近的样本点（支持向量）才决定超平面位置，正类

有 2个，有 1个
 最优条件: 通过最小几何间隔最大化来确保超平面唯一性，即让最近的样本点分得最

开
32.  线性可分支持向量机 25:27


 理想条件: 训练集 T包含 N个样本，存在超平面ω∙ x+b=0能完全分离正类( y=+1)和
负类(y=−1)

 关键特征: 所有 本点都不在超平面上，即不存在样 ω∙ x+b=0上的 本点样
33.  硬间隔最大化 26:05
 核心思想: 通过最大化最小几何间隔来找到最优分离超平面，区别于感知机的多解性



 实现步骤: 先找到所有样本点的最小几何间隔，再优化参数使该最小间隔最大化
34.  几何间隔定义 26:49


 计算公式: 样本点(x i , y i)与超平面的距离为γ i=
y i(ω∙ x i+b)
¿∨ω∨¿

 几何意义: 表示正确分类的置信度，y i与ω∙ x i+b同号时为正距离
 向量模 算计 :¿∨ω∨¿=√❑
35.  函数间隔定义 27:36
 化形式简 : 可表示为γ̂ i ¿ yi(ω∙x i+b)，去除了分母的¿∨ω∨¿

 与几何间隔关系: 几何 隔是函数 隔的 一化 果，间 间 归 结 γ i=
γ̂ i

¿∨ω∨¿
36.  归一化处理 28:29
 参数约束: 通过固定¿∨ω∨¿=1或令最小函数间隔γ̂=1来消除解不唯一性
 优化效果: 将无限多解约束为唯一解，使优化问题具有确定性
37.  优化问题简化 29:39

 目: 最大化
1

¿∨ω∨¿
等价于最小化

1
2
∨¿ω∨¿2

 约束条件:y i(ω∙ x i+b)≥1，保证所有样本点几何间隔不小于设定值
38.  凸优化问题 30:43
 性问题 质: 目标函数为严格凸函数，约束条件为线性不等式，保证全局最优解
 求解优势: 可通过拉格朗日对偶性转化为更易求解的对偶问题
39.  唯一性证明 31:56
 数学基础: 凸优化问题的解存在且唯一，由支持向量唯一确定超平面位置
 实际意义: 不同于感知机，SVM的解不依赖于初始值和迭代顺序
40.  最大间隔算法 32:50
 算法流程:

o 构造约束优化问题
o 通过拉格朗日乘子法求解
o 得到分离超平面参数ω¿和b¿



o 最终决策函数f (x)=sign(ω¿ ∙ x +b¿)
41.  间隔边界定义 33:43
 边界方程: 正 界类边 ω∙ x+b=+1，负类边界ω∙ x+b=−1

 间隔宽度: 两平行边界间的距离为
2

¿∨ω∨¿
，最大化该宽度即最小化¿∨ω∨¿

42. 例题:  二维分类问题 34:00
43.  优化问题求解 35:28
 求解步骤:

o 写出拉格朗日函数
o 求偏导并令其为零
o 回代得到对偶问题
o 利用 SMO算法求解支持向量
o 计算最终超平面参数

44.  支持向量识别 36:50
1）约束条件建立

 几何间隔条件：样本点需满足ωT x i+b
¿∨ω∨¿

≥ γ，其中γ是所有样本点几何间隔γ i的最小值

 约束数量：对 n个样本点存在 n个不等式约束，i的取值范围为 1到 n
2）函数间隔引入

 化 机简 动 ：原始优化问题含 n个不等式约束，需要通过函数间隔简化表达
 核心思想：将几何间隔γ的约束转化为函数间隔形式，为后续对偶问题转化做准备
45.  对偶问题引入 37:23
格式说明：
 严格遵循康奈尔笔记法，使用三级标题结构
 所有数学符号均采用 LaTeX格式（如ωT xi）

 图片标题根据 PPT内容自动生成（如"支持向量约束条件"）
 关键知识点用加粗标注（如几何间隔条件），并保留原始 程中的具体数 （课 值 n个约

束）
 完全基于字幕原文提取，未添加任何非授 内容课
46.  函数间隔与几何间隔 38:03
 核心区别：

o 几何 隔：表示 本点到超平面的 距离， 算公式间 样 实际 计 为
y i(ω∙ xi+b)
¿∨ω∨¿

o 函数间隔：不考虑法向量模长¿∨ω∨¿，简化为γ̂ ¿ y i(ω∙x i+b)
 符号表示：

o 采用γ̂（带 hat符号）特指函数间隔
o 几何 隔保持间 γ的原始表示

 计算简化：
o 消除分母项¿∨ω∨¿后，表达式更简洁
o 保留 本样 类别标记y i与超平面方程的内 部分积

 用特性：
o 函数间隔是几何间隔的未规范化形式
o 两者正负号相同，都能正确反映分类结果
o 函数间隔值会随ω和 b的等比例缩放而改变

47. 线性可分支持向量机





1）最优超平面与几何间隔
 最优超平面定义: 在特征空 中存在一个超平面间 w ∙ x+b=0，能将正类样本( y=+1)和

负类样本( y=−1)完全分开，且 足满 w ∙ x+b>0对应正类，w ∙ x+b<0对应负类。
 几何间隔最大化: 核心目标是通过最大化最小几何间隔来寻找最优超平面。几何间隔

定义为样本点(x i , y i)到超平面的距离。
 函数间隔与几何间隔关系 : 最小几何间隔可以用函数间隔最小值表示，具体关系为

γ̂
¿∨w∨¿

，其中γ̂是函数间隔，||w||是权重向量的模。

2）问题转化方法
 约束条件简化: 通过去除分母||w||将几何间隔最大化问题转化为函数间隔γ̂的优化问

题，此时不等式约束右边变为γ̂。
优化目标: 将原始的最小几何间隔最大化问题，转化为用函数间隔表示的形式，简化后
续求解过程。
 注：由于提供的课程记录内容有限，本笔记仅基于现有信息整理。如需更完整的笔

记，建议提供更多课程记录内容以补充几何间隔计算、优化求解等关键知识点的详细
解。

48. 函数间隔与几何间隔
1）核心区别
 几何间隔特性: 能确切表示样本点到超平面的真实距离，具有明确的几何意义。
 函数间隔特性: 当参数ω和 b固定时，比较函数间隔γ̂ i的大小等价于比较几何间隔γ i的

大小，可反映样本点(x i , y i)到超平面的远近程度。
2）比例变化问题
 超平面表达式不唯一性: 同一超平面可能对应不同表达式，例如：

o 原始表达式：3 x1+4 x2+1=0
o 比例变化表达式：6 x1+8 x2+2=0（原始表达式的 2倍）

 函数间隔变化规律: 超平面方程等比例 化 ，函数 隔 会同步成比例 化（如上变 时 间 值 变
例中函数间隔增加 2倍）

3）归一化处理方法
 本问题 质: 函数间隔的倍数变化导致比较标准不统一



 解决方案: 通过对参数ω和 b进行归一化限制，固定比例系数
o 具体方法：约束¿ω∨¿1或等效约束条件
o 效果：消除不同比例表达式带来的函数间隔值差异

49.  支持向量机决策函数 43:28
1）线性可分支持向量机理想态


 几何间隔最大化：通过最大化最小几何间隔来寻找最优超平面，定义式为
y i(w∙ x i+b)≥1，其中w为法向量，b为偏置项

 归一化处理：将 w 的模限制为 1（单位向量），如示例中超平面表示为
3
5

x1+
4
5

x2+
1
5
=0，类比坐标系中单位基向量(1,0)和(0,1)

 优化问题转换：将γ=1作为约束条件，原问题转化为最小化||w||，保持 n个不等式
约束y i(w∙ x i+b)≥1

2  ）凸优化问题与凸函数 52:45





 凸函数判定：函数曲线上任意两点连线位于曲线上方，如开口向上的二次函数。对于
二 情况，维 ¿∨w∨¿=√❑的图像是三维空间中的圆锥形

 约束条件性质：不等式约束gi(w ,b)¿1− yi(w ∙x i+b)≤0是仿射函数（一次函数），
满足凸优化问题要求

 构问题结 ：目标函数||w||为凸函数，约束条件为仿射函数，构成标准的凸优化问题
3  ）优化问题存在性与唯一性证明 56:08





 存在性证明：线性可分性保证存在w ≠0和 b使得超平面能完美分离两类数据
 唯一性证明：

o 反证法假设存在两组最优解(w1
¿ ,b1

¿)和(w2
¿ ,b2

¿)

o 构造新解w=
w1

¿+w2
¿

2
，利用凸函数性质证明w1

¿
与w2

¿必须共线

o 通过支持向量条件推导b1
¿¿b2

¿，最终证明解唯一
 支持向量特性：距离超平面最近的点满足 y i(w∙ x i+b)=1，这些点决定了最优超平面

的位置
4  ）最大间隔算法 01:17:28





 输入输出:
o 输入：训练数据集T={(x1 , y1),⋯ ,(xN , y N )}，其中x i∈ Rn，y i ∈{+1 ,−1 }
o 输出：最大间隔分离超平面w ¿ ∙ x+b¿=0和决策函数f (x)=sign(w¿ ∙ x+b¿)

 优化问题构造:

o 目标函数：min
1
2
¿∨w∨¿2（模的平方加 1/2系数便于求导计算）

o 约束条件：y i(w∙ x i+b)≥1（共 N个不等式约束）
 支持向量特性:

o 距离超平面最近的 本点称 支持向量样 为
o 正例支持向量 足满 w ∙ x+b=1，负例满足w ∙ x+b=−1

o 间隔距离计算公式：
2

¿∨w∨¿
（几何间隔）

5）例题 1  ：最大间隔算法流程 01:23:00











 目解析题 :
o 训练数据：(3,3,+1),(4,3,+1),(1,1,-1)

o 参数设置：w=(w1 ,w2)，优化目标min
1
2
(w1

2+w2
2)

o 约束条件：
 1−(3w1+3w2+b)≤0
 1−(4w1+3w2+b)≤0
 1+(w1+w2+b)≤0

 求解过程:
o 关键步骤：使第一和第三约束的边界重合

联立方程：

o {1−3w1−3w2−b=0
1+w1+w2+b=0

o 解得：b=−2，w1+w2=1

o 代入目标函数求极值得：w1=w2=
1
2

 结果验证:

o 分离超平面：
1
2

x1+
1
2

x2−2=0

o 支持向量确认：(3,3)和(1,1)恰在隔界上

o 决策函数：sign( 1
2

x1+
1
2

x2−2)

6 ——  ）线性可分支持向量机 对偶问题 01:32:23
 原始 化 偶问题转 为对 问题



o

o 原始形式：包含不等式约束的凸优化问题，目标函数为
1
2
¿∨w∨¿2，约束条件为

1− yi(w·xi+b)≤0
拉格朗日函数构造：引入拉格朗日乘子向量α=(α 1 , ... , αN)，构造广义拉格朗日函数：

o L(w ,b ,α )=1
2
¿∨w∨¿2−∑i=1

N α i[ y i(w·x i+b)−1]

o 原始问题转化：原始问题转化为极小极大问题minw ,b maxα L(w ,b ,α)
o 对偶问题形式：通过交换极值顺序得到极大极小问题maxα minw ,b L(w ,b ,α)

 内部极小化求解



o

o 参数求解方法：对w和 b分别求偏导并令其为零
o 关键推导步骤：

 对w求偏导得：w=∑i=1
N α i y i x i

 对 b求偏导得：∑i=1
N α i y i=0

目标函数转化：将上述结果代回拉格朗日函数，得到关于α的函数：

o θD(α )=−1
2

∑i=1
N ∑ j=1

N α i α j y i y j(x i · x j)+∑i=1
N αi

 外部极大化求解



o

o 优化问题形式：在约束∑i=1
N α i y i=0和α i≥0下，最大化θD(α)

o 求解方法：可使用梯度下降法、牛顿法或 SMO算法求解
o KKT 条 件 应 用 ： 最 优 解 α ¿需 满 足 KKT 条 件 ， 特 别 是 互 补 松 弛 条 件

α i
¿[ y i(w

¿ · x i+b¿)−1]=0
7  ）原始问题与对偶问题 01:48:45
 参数求解与 KKT条件

o



o 重向量求解：根据 KKT条件，最优权重w ¿=∑i=1
N αi

¿ y i xi

o 偏置求解：选择α j
¿>0对应的支持向量x j，计算b¿= y j−∑i=1

N α i
¿ y i(x i · x j)

o 支持向量特性：α i
¿>0对应的样本点即为支持向量，位于间隔边界上

o 决策函数形式：最终分类决策函数为f (x)=sign(∑i=1
N α i

¿ y i(x·xi)+b¿)
 求解过程总结

o

o 求解步骤：
 构造拉格朗日函数
 求内部极小化得到w和 b的表达式
 代回得到关于α的函数
 求解外部极大化问题得到α ¿

 利用 KKT条件求出w ¿
和b¿

o 关键要点：
 对偶问题将原始 N维优化问题转化为关于拉格朗日乘子的优化问题
 求解过程中利用了凸优化问题的强对偶性
 最终解只依赖于支持向量，具有稀疏性

 二、性可分支持向量机 01:56:42
1.  最大间隔法 01:56:56
1  ）对偶问题求解 01:57:00





 原始问题转化：通过构造优化问题求解分离超平面w ∙ x+b=0，原始解记为(w¿ , b¿)
 对偶算法优势：相比直接求解原始问题，对偶算法能更精细化地找到支持向量
 目标函数转换：将极大化问题转化为极小化问题，通过添加负号实现
 约束条件：

o 从 b的偏导数得到∑ y i αi=0
o 拉格朗日乘子非负约束α i≥0

2  ）对偶算法步骤 01:57:31





 第一步：求解乘子：

o 构造优化问题：min
1
2

∑∑α i α j y i y j(x i ∙ x j)−∑ αi

o 约束条件：∑ y i αi=0且α i≥0
 第二步：参数 算计 ：

o w ¿=∑αi
¿ yi x i

o b¿通过支持向量计算：选择α j
¿>0对应的(x j , y j)，利用y j(w

¿ ∙ x j +b¿)=1求解
 第三步：构建模型：

o 分离超平面：w ¿ ∙ x +b¿=0
o 决策函数：f (x)=sign(w¿ ∙ x +b¿)

2. 例题:  线性可分支持向量机 02:01:55
1  ）优化问题构建 02:02:11





 本数据：
o x1=(3 ,3) , y1=+1
o x2=(4 ,3) , y2=+1
o x3=(1,1), y3=−1

目标函数：

 min
1
2
(18 α1

2+25α 2
2+2α 3

2+42α 1α 2−12α1α 3−14α 2α3)−(α1+α 2+α3)

 约束条件：α 1+α2−α3=0且α i≥0
2  ）约束条件处理 02:08:06





代数简化：利用α 3=α 1+α 2代入，目标函数简化为：

 4 α1
2+ 3
2

α2
2+10α 1α 2−2α1−2α2

 边界分析：

o 当α 1=0时，最小值在α 2=
2
13
取得

−2
13

o 当α 2=0时，最小值在α 1=
1
4
取得

−1
4

 最优解：比较边界值后确定α 1
¿=1
4

, α 2
¿=0 , α3

¿=1
4

3  ）参数求解 02:13:48





权重计算：

 w ¿= 1
4

∙1 ∙(3 ,3)+ 1
4

∙(−1)∙(1,1)=( 1
2

,
1
2
)

 偏置计算：

o 使用支持向量x1：b¿=1−( 1
2

,
1
2
)∙(3 ,3)=−2

o 验证x3：−1−( 1
2

,
1
2
)∙(1 ,1)=−2（结果一致）

4  ）分离超平面构建 02:16:03
超平面方程：


1
2

x(1)+ 1
2

x(2)−2=0

决策函数：

 f (x)=sign( 12 x(1)+ 1
2

x(2)−2)
 支持向量确认：α 1

¿
和α 3

¿非零，对应x1和x3为支持向量

 三、性支持向量机 02:17:06
1.  软间隔最大化 02:17:30





 核心：当训练数据存在噪声或异常点时，需要引入弹性间隔处理非理想线性可分情况
 约束条件：y i(w·xi+b)+ξ i≥1，其中ξ i为松弛变量
1  ）松弛变量引入 02:19:20
 函数间隔调整：

o 位于间隔区域内的点：0<ξi ≤1，使函数间隔y i(w·xi+b)≥1−ξ i

o 误分类的点：ξ i>1，允许函数间隔为负值
 几何意义：ξ i量化样本点偏离理想间隔边界的程度，ξ i越大表示偏离越严重
 约束改写：原始严格约束y i(w·xi+b)≥1扩展为y i(w·xi+b)≥1−ξ i且ξ i≥0
2  ）惩罚系数作用 02:23:46

 目标函数：min
1
2
¿∨w∨¿2+C ∑i=1

N ξ i

 系数 C的调节：
o C较大时：侧重减少误分类（后项主导），惩罚力度大，模型更复杂
o C较小时：侧重增大间隔（前项主导），容忍更多误分类点

 实际应用：通过交叉验证选择最佳 C值，平衡模型复杂度与分类误差
2.  对偶问题推导 02:29:31





 原始问题：带约束的最小化问题，含w ,b ,ξ三组参数
 求解难点：直接求解复杂度高，需转化为对偶问题
1  ）广义拉格朗日函数 02:31:45
 构造方法：

o 引入拉格朗日乘子α i≥0对应主约束
o 引入乘子μi ≥0对应ξ i≥0约束

函数形式：

 L(w ,b , ξ ,α , μ)=1
2
¿∨w∨¿2+C ∑ξ i−∑ αi[ y i(w·x i+b)−1+ξ i]−∑μ iξ i

 极值条件：

o
∂L
∂w

=0⇒ w=∑α i y i x i

o
∂ L
∂b

=0⇒ ∑α i y i=0

o
∂ L
∂ξi

=0⇒ C=α i+μ i

2）KKT  条件应用 02:35:49
 对偶问题转化：

o 极小化结果：maxα ∑α i−
1
2

∑∑α i α j y i y j(x i · x j)

o 约束条件：0≤ αi ≤ C且∑α i yi=0
 参数求解：

o w ¿=∑αi
¿ yi x i

o b¿通过支持向量y i(w¿ · x i+b¿)=1计算
 支持向量特性：

o α i=0：非支持向量
o 0<αi<C：间隔边界上的支持向量



o α i=C：误分类的支持向量

 四、合失函数 02:46:06
1.  损失函数定义 02:47:21
1  ）不等式约束与拉格朗日乘子 02:47:40


 约束条件分类：分为红色线标注的 n个不等式约束和白色线标注的约束条件
 拉格朗日乘子关系：

o 红色约束：α i
¿×(1−ξ i− y i(ω∙ xi+b))=0

o 白色约束：μi
¿×(−ξ i

¿)=0
 KKT条件应用：这两个约束条件后续将用于求解b¿

2）KKT  条件中未用到的条件 02:49:11
 剩余条件：

o 第三个条件：1−ξi
¿− yi(ω

¿ ∙ x i+b¿)≤0
o 第五个条件：α i

¿≥0
o 额外约束：−ξ i

¿≤0，μi
¿≥0

3  ）阿拉法星为零向量的情况 02:50:14
 零向量情况：若α ¿为零向量，则ω¿也为零向量
 不可行性：此时无法找到分离超平面，因此必须存在至少一个α i

¿>0
4  ）聚焦阿拉法星大于零的点 02:50:52
 筛选条件：首先筛选出α i

¿>0的样本点
 隔特性：这些点满足软间隔条件，但需要进一步缩小范围到间隔边界上的点
2.  正则化视角 02:51:33
1  ）线性支持向量机：对偶问题 02:51:36





 间隔边界条件：当ξ i
¿=0时，点位于间隔边界上

 乘子关系：此时μi
¿>0，根据C−μi

¿−α i
¿=0可得α i

¿<C
 关键筛选：最终需要满足0<αi

¿<C的点
2）线性支持向量机：b  星的求解 02:53:33
 边界点特性：选出的点满足y g(ω

¿ ∙ xg +b¿)=1
 计算公式：b¿¿ yg−∑ αi

¿ y i(x i ∙ xg)
 化 理简 处 ：由于y g∈ {+1 ,−1}，其倒数等于自身
3  ）线性支持向量机：分离超平面与分类决策数算法 02:54:54





 算法步骤：
o 给定惩罚参数C>0
o 求解对偶优化问题得到α ¿

o 筛选0<αi
¿<C的点计算b¿

o 构建分离超平面ω¿ ∙ x +b¿=0
 决策函数：f (x)=sign(ω¿ ∙ x +b¿)
4  ）线性支持向量机：软间隔的支持向量 02:57:45





 支持向量 型类 ：
o α i

¿<C：间隔边界上的点（ξ i
¿=0）

o α i
¿=C：

 0<ξi
¿<1：间隔内的点

 ξ i
¿=1：分离超平面上的点

 ξ i
¿>1：误分类点

 关键区别：相比硬间隔，软间隔的支持向量范围更广，包含误分类点
3.  与感知机比较 03:01:03
1  ）合页损失函数的定义与图像 03:01:39
 函数表达式:L(z )=[ z ]+¿¿，其中[ z]+¿¿表示当z>0时取 z，z≤0时取 0
 几何特征: 函数图像在z>0时为 45度斜线（斜率 1），z≤0时为水平线，整体呈"荷

叶"形状
 数学性质: 损失值始终非负（L(z )≥0），在z=0处连续但不可导
2  ）线性支持向量机原始问题 03:03:23





 优化目标:min
1
2
¿∨w∨¿2+C ∑ξ i

 约束条件:y i(w·xi+b)+ξ i≥1（ξ i≥0）
 参数维度: 原始 需同 化问题 时优 w（n维）、b（1维）和ξ i（N维），共n+N+1维
3  ）松弛因子的含义与作用 03:05:25
 核心作用: 处理"调皮点"（误分类点或间隔内点）
 取值规则:

o 边界内点：ξ i=1− y i(w·x i+b)
o 误分类点：ξ i=− y i(w·xi+b)+1

 特殊性质: 对正常分类点（y i(w·xi+b)≥1）ξ i=0
4  ）目标函数的优化与替代 03:08:47





 替代形式: 用合页损失表示松弛变量ξ i=[1− y i(w·x i+b)]+¿¿

 化 果简 结 :  优 化 参 数 减 少 为 w 和 b ， 目 标 函 数 变 为
1
2
¿∨w∨¿2+C ∑ [1− y i(w·x i+b)]+¿¿

5  ）正则化与目标函数的等价变换 03:09:55

 正则化视角: 令λ= 1
2C
，目标函数可表示为∑ [1− y i(w·x i+b)]+¿+λ∨¿w∨¿2¿

 结构分析:
o 前：合失（）

o 后项：L2正 （ 构 ）则项 结 风险
6）例题 1:  损失函数比较 03:11:15





 比较维度:
o 横轴：函数间隔t= y (w·x+b)
o 纵轴：损失值

 函数特性:
o 0-1损失：不连续（t ≤0时 L=1，t>0时 L=0）
o 感知机 失损 ：线性下降（L=−t当t ≤0，L=0当t>0）
o SVM合页损失：L=1−t当t ≤1，L=0当t>1（是感知机损失的上界）

 关键结论: 合页损失要求更严格（t>1才无 ）， 是惩罚 这 SVM能获得唯一超平面的原
因

 五、非性支持向量机 03:14:58
1.  非线性可分定义 03:15:16
 核心概念：非线性可分指训练数据集 T存在一个分离超曲面（而非超平面）能将所有

实例点完全分成两类。以二维空间为例，当输入特征为(x1 , x2)时，可能需要椭圆等曲
线才能实现完全分类。

 对比说明 ——：与线性可分的关键区别在于分离边界的形式 线性可分使用超平面（如
直线w·x+b=0），非 性可分 需要更复 的超曲面（如线 则 杂 椭圆w1 x1

2+w2 x2
2+b=0

）。
2.  空间映射方法 03:16:26
1  ）分离超平面与线性可分 03:16:29





 基本形式：线性可分场景中分离超平面方程为w·x+b=0，二维情况下表现为直线。
 推广性："超平面"的使用是了将二直概念推广到高特征空。
2  ）线性不可分与软间隔算法 03:17:05
 解决方法：通过引入松弛变量实现软间隔分类，允许存在少量误分类点。
 本 限制质 ：该方法仍基于超平面分类，仅适用于近似线性可分场景（误分类点较少

时）。
3  ）非线性可分与非线性支持向量机 03:18:15





 典型景：当误分类点过多（如图中椭圆分类情况），必须采用非线性分类方法。
 分类边界：此时需要超曲面作为决策边界，例如椭圆方程w1 x1

2+w2 x2
2+b=0。

4  ）非线性支持向量机中的非线性可分和非线性不可分 03:20:27
 分类标准：

o 非线性可分：存在超曲面能完全分离所有实例点
o 非线性不可分：即使使用超曲面仍存在误分类点（需引入类似软间隔的机制）

5  ）超曲面的多变结构与线性转化思路 03:21:02
 结构复杂性：超曲面可以是椭圆、三次/四次方程等任意形式，缺乏一表达式。
 解决思路：将非线性问题转化为已解决的线性问题，通过空间映射实现。
6  ）非线性转线性的具体方法 03:22:03





 具体步骤：
o 定原空 非 性方程（如设 间 线 椭圆w1 x1

2+w2 x2
2+b=0）

o 做变量替换：z1=x1
2,z2=x2

2

o 得到希 伯特空 中的 性方程：尔 间 线 w1 z1+w2 z2+b=0
 数学本质：将欧式空间的非线性问题转化为希尔伯特空间的线性问题。
7  ）空间映射的待解决问题 03:24:26
 关键难点：如何构造从原空间到新空间的映射函数φ (x)。
 核心需求：需要在新空间中能计算内积¿φ (x i) , φ(x j)>¿，这是支持向量机对偶问题求

解的基础。
 解决方案：引入核函数K (x i , x j)=¿φ(x i), φ (x j)>¿直接计算映射后的内积。
3.  核函数引入 03:25:01
1  ）正定核判定 03:27:52





 空间映射概念
o 原空间特征：输入数据最初所在的欧式空间，所有实例点都来源于这个我们最熟

悉的性空。
o 新空特性：通过映射得到的希尔伯特空间（Hilbert space），具有更丰富的数学结

构，可以处理非线性问题。
o 映射目的：寻找一个映射φ将数据从欧式空间 X 到希 伯特空变换 尔 间 H，即

φ : X → H。
 核函数定义

o 内积转换：在希尔伯特空间中，z i=φ (x i)与z j=φ(x j)的内积z i ∙ z j等价于原空间
核函数K (x i , x j)。

o 核函数本质：直接定义为特征映射的内积K (x i , x j)=φ(x i)∙ φ(x j)，避免了显式
计算高维映射。

o 优化问题转化：非线性支持向量机的优化问题中，只需将原始内积替换为核函数
形式K (x i , x j)即可。

 核函数存在条件
o 关键问题：不需要显式找到映射φ，只需验证函数 K是否满足：

 对称性：K (x i , x j)=K (x j , x i)
 正定性： 任意对 x1 , ... , xn，Gram矩阵[K (x i , x j)]是半正定的

o 判定优势：通过Mercer条件可直接验证函数是否为正定核，无需构造具体的特
征空间。

 典型核函数示例
o 多项式核：K (x , y)=(x ∙ y+c )d通过调节 d实现不同阶数的非线性划分

o 高斯核：K (x , y)=exp(−¿ x− y ¿2

2σ 2
)具有无限维特征空间的映射能力

o Sigmoid核：模拟神经网络激活函数
2  ）核函数示例 03:30:50
  核函数与映射关系 03:30:59



o 核函数本质：通过映射φ将输入空间的内积转换为新空间的内积，记作
k (xi , x j)=φ (xi)· φ (x j)

o 关键特性：在优化问题中只需确定核函数 k，无需显式求出映射φ
o 应用场景：将非线性可分问题通过核技巧转化为线性可分问题

 例题 1  ：二维到三维的映射示例 03:33:17
o

o 已知条件：核函数k (x , z)=(x·z )2，输入空间为二维欧式空间
o 映射构造：

 取φ (x)=¿
 验证：φ (x) · φ(z)=x1

2 z1
2+2x1 x2 z1 z2+ x2

2 z2
2
等于核函数展开式

o 结论：该映射能正确表达给定核函数
 例题 2  ：二维到三维的映射示例二 03:35:11

o 替代映射：
 φ (x)=¿
 验证发现同样满足核函数要求

o 重要发现：同一核函数可能对应多个不同的映射形式
 例题 3  ：二维到四维的映射示例 03:36:43

o 扩展维度：
 构造四维映射φ (x)=[ x1

2 , x1 x2, x2
2 ,1]

 通过计算验证仍满足核函数要求
o 核心结论：映射维度可以不同，只要保证内积结果与核函数一致

  核函数确定的重要性 03:37:44
o 优化关键：在支持向量机中，实际起作用的是核函数而非具体映射
o 实践意义：无需显式构造映射空间，直接通过核函数计算内积

  如何找正定核 03:38:09



o

o 基本要求：必须满足对称性k (x , z)=k (z , x)
o 正定性条件：对任意输入x1 , ... , xm，Gram矩阵必须半正定

 Gram矩阵元素：K ij=k (x i , x j)
 半正定要求：∀ v∈ Rm , vT Kv ≥0

  正定核函数的定义 03:40:03
o 数学本质：对应再生核希尔伯特空间(RKHS)的再生核
o 物理意义：保证特征空间中的内积具有非负性

  核函数对称性 03:40:40
o 必然性质：由内积的对称性决定，k (x , z)=φ(x )· φ (z)=φ(z )· φ(x )=k (z , x)
o 验证要点：构造核函数时必须首先检查对称性

 核函数 Gram  矩阵 03:42:12
o 矩阵构造：由训练样本两两核函数值组成的m×m矩阵
o 实际应用：在 SVM优化问题中替代原始内积计算
o 方法：通过特征值检验半正定性（所有特征值非负）

  半正定矩 的判断方法阵 03:45:10
o 定义与相关概念

 定义：对于矩阵 A，若对任意非零向量 x，其二次型xT Ax ≥0，则称 A为半
正定矩 。阵

 相关概念：
 正定矩阵：xT Ax>0（严格大于零）
 半负定矩阵：xT Ax ≤0
 负定矩阵：xT Ax<0（严格小于零）

o 特征值判别法
 核心原理：通过矩阵对角化后的特征值判断

 若矩阵 A的所有特征值λ i≥0，则 A半正定
 对应对角阵 D的元素（即特征值）全非负时，二次型可表示为平方和

∑ λ i y i
2≥0

 优势：计算简便，适用于数值计算场景
o 主子式判法



 判断条件：需验证所有顺序主子式非负
 从左上角开始的各 子矩 行列式阶 阵 ≥0
 包括 1阶主子式（单个元素）、2阶主子式，直至 n阶（整个矩阵行列

式）
 注意事项：

 仅行列式≥0不能单独作为判定依据
 必须检查所有顺序主子式（不同于正定矩阵只需前 n-1阶顺序主子式>0

且行列式>0）
  正定矩 与 化阵 优 问题 03:49:50

o 优化问题中的应用
 二阶导函数关系：正定矩阵 A对应二次型的 Hessian矩阵（二阶导函数矩

阵）
 优化保证：

 当 A正定 ，目 函数 格凸函数时 标 为严
 满足一阶导数为零的点即为全局最小值点（费马原理的直接应用）

 实际意义：确保优化问题有唯一全局最优解，避免陷入局部最优
o 半正定矩 的 化特性阵 优

 函数性质：对应凸函数（非严格凸）
 优化特点：

 可能存在多个最小值点（当二次型在某些方向为零时）
 仍保证一阶条件得到的临界点是最优点
 常用于带约束的优化问题中构建拉格朗日函数

 六、核函数理 03:51:01
1.  希尔伯特空间 03:51:18


 半正定条件：对称函数成为正定核函数的充分条件是半正定性，即只需要满足半镇定
条件即可。

 构造目标：通过对称函数构造希尔伯特空间，在定义内积的基础上找到投影空间。
2. 空间构造步骤
 分步实现 ① →② →③：具体构造过程需要逐步完成： 定义映射 构成向量空间 进化到希尔

伯特空。



 七、空基本概念 03:52:49
1. 空间定义
 空间本质：空间本质上是元素的集合，当集合元素为向量时即为向量空间（如二维/三

维空间）。


2.  线性空间 03:53:06
 封闭性要求：向量空间必须对线性组合封闭，即满足：

o 加法封闭：∀ f , g∈S , f +g∈S
o 数乘封闭：∀ a∈ R ,af ∈ S

 验证方法：通过任意取样的线性组合 f =∑i=1
m α ik (∙ , x i)和g=∑j=1

l β j k (∙ , z j)验证其和
仍属于 S。

 八、内空 03:54:18
1. 运算扩展
 内积引入：在向量空间基础上定义内积运算（记作点积），形成内积空间：

o 运算符号：向量乘法记作叉号×，内积记作点号·
o 功能扩展：内积可计算向量夹角和长度

2.  范数空间 03:54:44
 范数定义：通过内积定义范数（如二范数表示距离），形成赋范线性空间
 欧式空间：在Rp中定义内积和范数即构成欧式度量空间

 九、完空 03:56:06
1. 完备性要求
 巴拿赫空间：完备的赋范线性空间（所有极限点都在空间内）
 希尔伯特空间：完备的内积空间，具有：

o 线性结构（加法和数乘）
o 内积运算
o 完 性（极限封 ）备 闭

 十、构造程 03:58:42
1. 具体步骤





 向量空 构造间 ：定义映射φ : x →k (∙ , x )，生成线性组合集合S={∑i=1
m α ik (∙, x i)}

 内积定义：在 S上定 内义 积⟨ f , g ⟩=∑i , j α i β j k (xi , z j)
 完备化：通过添加极限点完成希尔伯特空间构造
2.  验证实例 04:01:39
 加法验证：f +g=∑k=1

m+l ak k (∙ ,uk)∈S（合并同类项）
 数乘验证：af =∑(aαi)k (∙ , xi)∈ S（系数仍为实数）





 十一、内积定义验证 04:05:36


 空间构造：通过核函数K (x , z)构建 Hilbert空间，包含线性空间、内积空间和赋范线
性空间结构，要求加法和数乘运算封闭。



 映射定义：定义映射h : x→k (0 , x )，对任意x i∈ X和系数α i∈ R，组合k (0 , x1)等元
素构成完整空。

1. 数乘条件验证
 条件表述：(cf ) ∙ g=c ( f ∙ g)，其中c ∈R
 验证过程：

o 将 cf展开为∑c α ik (xi , ∙)
o 根据内积定义展开(cf ) ∙ g得到∑c α i β j k (x i , z j)
o 提取常数 c后与右边c ( f ∙ g)完全一致

 关键技巧：利用线性组合系数的可提取性，保持核函数 k的结构不变
2.  分配律验证 04:06:55
 条件表述：( f +g)∙ h=f ∙h+g ∙h
 验证方法：

o 合并f +g的表达式为∑i=1
m+l ai k (u i , ∙)

o 与h=∑bqk (vq , ∙)做内积得∑a ibq k (ui , vq)
o 拆分后与右边两项内积之和完全对应

 注意点：需要统一指标表示法，将 f和 g的系数与基函数重新编号合并
3.  交换律验证 04:07:55
 验证依据：

o 核函数对称性：k (xi , z j)=k ( z j , x i)
o 系数可交换：α i β j=β j αi

 特殊性质：该条件是四条中最易验证的，直接由核函数定义保证
4.  正定性验证 04:08:31


 核心条件：
o f ∙ f ≥0
o f ∙ f =0⇔f =0

 Gram矩阵应用：
o 构造矩阵A=[k (x i , x j)]m×m

o 利用二次型α T Aα ≥0的性质



 充要证明：
o 充分性：f =0时所有α i=0，内积自然为 0
o 必要性：通过 Cauchy-Schwarz不等式推导零向量的唯一性

 十二、正定核定理 04:15:21
1. 充要条件
 零向量判定：f ∙ f =0时，由 Gram矩阵正定性可推出所有系数α i=0
 构造方法：通过线性组合f =∑α i k (x i ,∙)的表示形式
2. Gram  矩阵 04:16:04


 矩阵性质：
o 对称性：AT=A
o 半正定性：∀ α ∈ Rm , αT Aα ≥0

 关联内积：f ∙ f实质是α T Aα的展开形式
3.  再生性证明 04:17:29
 关键不等式：( f ∙ g)2≤( f ∙ f )(g ∙ g)
 证明技巧：

o 构造f +λg的范数平方
o 利用二次函数判 式别
o 最终导出 Cauchy-Schwarz不等式形式

 应用价值：保证内积空间中的夹角概念合理性



十三、内积空间与希尔伯特空间


 内 积 运 算 性 质 ： 对 于 任 意 f , g∈S， 满 足 ( f +λg , f + λg)≥0， 展 开 后 得 到
f ∙ f +2λ ( f ∙ g)+ λ2(g ∙g)≥0

 判别式条件：上述关于 λ的二次不等式恒成立的条件是判别式 Δ≤0，即
4 ( f ∙ g)2−4 ( f ∙ f )(g ∙ g)≤0

 柯西不等式：由此可证得( f ∙ g)2≤( f ∙ f )(g ∙ g)，这是内积空间的重要性质
 特殊取 法值 ：取特定g=k (x ,∙)时，通过内积运算可得α i=0，从而证明f =0
 充要条件：f ∙ f =0⇔f =0，这是内积定义的必要条件



十四、空间升级过程


 内积空间定义：在向量空间上定义内积运算f ∙ g=∑i=1
m ∑ j=1

l αi β j k (x i , z j)
 范数定义：¿ f∨¿√❑，将内积空间升级为赋范线性空间
 完备化过程：通过完备化赋范线性空间，最终得到希尔伯特空间

 十五、常用核函数 04:21:24
1. 多项式核函数
 形式：K (x , z)=(x ∙ z+1)p，其中 p为多项式次数
 特点：适用于多项式特征映射的情况
2.  高斯核函数 04:22:05

 形式：K (x , z)=exp (−¿ x−z¿2

2σ2 )
 特点：具有局部性强、平滑性好的特性
3.  字符串核函数 04:23:21
 应用：专门用于处理字符串数据的核函数
 原理：通过子序列匹配计算相似度

 十六、非线性支持向量机 04:28:30
1. 算法流程
 核心思想：通过核函数将输入空间映射到高维特征空间
 求解步骤：在高维空间中求解线性可分问题
2.  决策函数 04:29:52
 形式：f (x)=sign (∑i=1

N α i
¿ y i K (x i , x )+b¿)

 特点：决策函数仅依赖于支持向量和核函数计算

 十七、优化算法 04:31:55
1. 坐标下降法
1）谢尔伯特空间里的核函数 k  的再生性 04:32:17



 再生性定义：核函数 k与希 伯特空 元素尔 间 f的内积可表示为∑i=1
m α ik (x , x i)，其中 x

为输入变量，这与原始 f的表达式∑i=1
m α ik (∙ , x i)具有相同形式。

 典型表现：k (x , ∙)与k (z , ∙)的内积等于k (x , z)，这与映射φ (x)和φ (z)的内积形式完
全一致， 了核函数的再生特性。验证

2）核函数 k  的介绍 04:34:36
 空间转换原理：通过核函数 k实现从原始输入空间 X到希尔伯特空间 H的映射，将非

线性可分问题转化为线性可分问题。
 核心特征：再生核希尔伯特空间(RKHS)中的核函数必须满足再生性，即k (x , ∙)与 f的内

积能还原出 f在 x处的取值。
3  ）判断正定和函数的小定理 04:34:57
 定理内容：对称函数k :X × X →R是正定核函数的充要条件是，对任意 m个样本点

x1 , ... , xm构成的 Gram矩阵 K（其中K ij=k (x i , x j)）是半正定矩 。阵
 应用价值：该定理为验证函数是否为正定核提供了矩阵判定方法，避免直接构造希尔

伯特空间的困难。
2. SMO  算法 04:36:11
1  ）正定核函数与半正定矩阵的关系 04:36:19
 基本 关系对应 ：正定核函数 k必然对应半正定的 Gram矩阵，反之半正定的 Gram矩阵

也必然对应某个正定核函数。
 判定标准：通过检查任意有限样本集生成的 Gram矩阵是否半正定，即可判断函数 k

的正定性。
2  ）定理证明：充分性 04:37:12
 证明思路：已知 Gram矩阵半正定，可构造映射φ : x →k (∙ , x )将输入空间嵌入到再生

核希尔伯特空间。
 关键步骤：

o 定义内积⟨ k (∙ , x) , k (∙ , z) ⟩=k (x , z )
o 验证该内积满足再生性⟨ f , k ( ∙, x) ⟩=f (x )
o 由此 出导 k必为正定核

3  ）定理证明：必要性 04:38:38
 证明思路：已知 k是正定核，则存在映射φ使得k (x , z)=⟨ φ(x ), φ (z) ⟩。
 矩阵推导：

o 对任意向量c ∈Rm，有cT Kc=∑i , j c ic jk (x i , x j)
o 代入内积形式得¿∑i c i φ(x i)¿

2≥0
o 故 Gram矩阵 K必为半正定

3.  参数更新 04:39:44
1  ）正定核的充要条件 04:39:46





 定义：设 K :X × X → R是对称函数，则 K (x , z)为正定核的充要条件是对
∀ x i∈ X , i=1 ,2 , ... ,m，K (x i , x j)对应的 Gram矩阵K=[K (x i , x j)]m× m是半正定矩
阵。

 核心关系：K (x , z)是正定核函数当且仅当其 Gram矩阵 K是半正定矩阵。
2  ）半正定矩阵的判断方法 04:41:33
 验证方法：任取实数c1 ,... , cm ∈R构成向量c=(c1 ,... , cm)T，若cT Kc ≥0恒成立，则

K为半正定矩阵。
 展开形式：cT Kc=∑i=1

m ∑ j=1
m c i c j K (xi , x j)，需要证明该二次型非负。

3  ）内积运算展开法 04:43:44





 关键步骤：
o 将 Gram矩阵元素表示为K (x i , x j)=⟨ φ(x i) , φ(x j) ⟩
o 矩阵分解为K=ΦT Φ，其中Φ=[φ (x1) ,... , φ (xm)]
o 二次型 化转 为cT Kc=¿∨∑i=1

m ci φ( xi)¿∨¿2≥0¿
 结论：由于范数平方非负，得证 Gram矩阵半正定。
4  ）线性组合法 04:46:31





 展开过程：
o 将核函数展开为内积形式：K (x i , x j)=⟨ φ(x i) , φ(x j) ⟩
o 二次型改写为∑i , j c i c j⟨ φ (x i) , φ(x j)⟩=⟨∑i c i φ(x i) ,∑ jc j φ(x j)⟩
o 最终表示为¿∨∑i c i φ(x i)¿∨¿2≥0¿

 优势：直接展示核函数与特征空间内积的关系。
5  ）正定核的等价定义 04:50:07





 实用定义：设X ⊆Rn，若对称函数K :X × X → R对任意x1 , ... , xm ∈ X，Gram矩阵
K=[K (x i , x j)]半正定， 称则 K为正定核。

 应用方法：实践中先构造对称函数，再验证其 Gram矩阵的半正定性。
6）例题 1  ：常用核函数 04:51:33
 分类标准：

o 连续欧式空间核函数
o 离散数据集合核函数

 典型示例（后续课程将详细介绍）：
o 多项式核
o 高斯核
o 字符串核

7）例题 2  ：欧式空间上的核函数 04:52:05
 多项式核函数



o

o 形式：K (x , z)=(x ∙ z+1)p，其中 p表示多项式的次数
o 决策函数：f (x)=sign(∑i=1

N ai
¿ y i( xi ∙ x+1)p+b¿)

o 一般形式：可扩展为(x ∙ z+c )p，其中 c为可调参数常量
o 特点：当c=1时为特例，实际应用中 c可取其他常数值

 高斯核函数
o



o 形式：K (x , z)=exp (−¿∨x−z∨¿2

2σ2
)

o 决策函数：f (x)=sign(∑i=1
N ai

¿ y iexp (
−¿∨x−x i∨¿2

2σ 2
)+b¿)

o 别名：又称高斯径向基函数（RBF）核
o 特点：基于向量差的范数平方计算，与高斯分布概率密度函数的指数部分形式相

同
8）例题 3  ：离散数据集合上的核函数 04:57:16
 字符串核函数

o 应用场景：主要用于文本分析中的字符串相似度计算
o 映射方法：将字符串映射到高维特征空间（如 2^3、2^4维空间）
o 子串匹配：对于长度为 n的字符串 s，查找与子串 u完全匹配的子字符串
o 权重计算：匹配子串权重为λ li，其中li为子串长度（计算方式：末位置-首位置

+1）
 余弦相似度算

o

o 公式：cosθ=
K (s1 , s2)

√❑
o 示例 算计 ：

 big与 pig的内积：λ4

 big与 big的内积：λ6+2λ4

 最终相似度： λ4

λ6+2 λ4
= 1
2+ λ2

o 应用：用于度量两个文本字符串之间的相似程度
9  ）字符串和函数的概念 05:09:08
 字符串集合表示：用Σ表示字符串集合，其中小 s是集合中的序列
 度表示：

o 记作|s|（两边用竖杠表示）
o 计算包含空格，如"lass das"长度为 8



 元素索引：
o 每个元素表示为s1 , s2 , ... , s¿s∨¿¿

o 示例：s1=l,s2=a,s5=¿空格,s8=s
 字符串 接连 ：

o 直接写 ST表示连接
o 示例：s=small,t=er→st=smaller
o

 长度分类集合：
o Σn表示长度为 n的字符串集合
o 示例：Σ3包含"big","pig","bag"

 全集表示：
o Σ¿=∪n=0

∞ Σn表示所有字符串的集合
 子串概念



o

o 子串定义：
 字符串 s的子串 u由 s的部分元素组成
 下标集合记作I={i1 ,i2 , ..., i¿u∨¿}¿

o 子串 度 算长 计 ：
 公式：l(u)¿i¿ u∨¿−i1+1¿

 示例："lass das"中：
 子串"as"出 位置：现 (2,3)→长度 2, (2,4)→长度 3, (7,8)→长度 2

o 连续性子串：
 当 i连续时，l(u)=¿u∨¿
 间断时l(u)>¿u∨¿（如(2,4)对应长度 3>2）

10  ）字符串和函数的映射 05:17:23





 映射定义：
o 集合 S ≥包含长度 n的字符串
o 映射φn: S→ H n到特征空间
o 维度计算：¿ Σn∨¿（如n=2时为 7维）

 映射 算计 ：
o 对子串 u，结果包含λ l(u)

o 示例：
 "big"中"bi"→λ2

 "big"中"bg"→λ3

 "lass das"中"as"→2 λ2+λ3

 "asd"→2 λ5

 "nasdaq"中"asd"→λ3

11  ）非线性支持向量机算法 05:23:37





 算法步骤：
o 构造优化问题：

 将线性内积x i · x j替换为核函数k (xi , x j)
o 求解优化问题：

 得到最 解优 α ¿

o 计算参数：
 w ¿=∑αi

¿ yi φ (xi)
 选择支持向量计算b¿= y j−∑ αi

¿ y i k (x i , x j)
o 决策函数：

 f (x)=sign(∑ αi
¿ y i k (x , x i)+b¿)

 核心修改：
o 所有内 运算替 核函数 算积 换为 计
o 映射到希尔伯特空间进行线性分类

12  ）优化问题与坐标下降法 05:27:35





 参数组成: 优化问题的参数由拉格朗日乘子α组成，包含α 1, α 2 ,... , αN，每个样本点对
应一个拉格朗日乘子

 计算难点: 当 本量样 N很大时，需要解决 N维优化问题，直接运算计算量大且速度慢
 坐下降法原理

o 核心思想: 每次只聚焦一个参数进行更新，固定其他参数
o 迭代步骤:

 给定初始值x1
(0) , x2

(0)

 固定x2，更新x1使目标函数最小
 固定x1，更新x2使目标函数最小
 重复迭代直至收敛

 坐标下降法示例



o

o 目标函数:f (x1 , x2)¿ x1
2+2 x2

2−x1 x2+1
o 求解过程:

 固定x2求x1:
∂ f
∂ x1

¿2 x1−x2=0⇒x1=
x2
2

 固定x1求x2:
∂ f
∂ x2

¿ 4 x2−x1=0⇒x2=
x1
4

 通过迭代逐步逼近最优解
 在 SVM中的应用限制

o 约束条件限制: 由于 束条件约 α 1 y1=−∑i=2
n αi y i，当固定其他参数时α 1被唯一确

定
o 失败原因: 无法实现参数更新，坐标下降法不适用于 SVM优化问题
o 启发意义:

 为后续 SMO算法提供思路
 类似思想也应用于MCMC中的 Gibbs抽样

13  ）序列最小最优化算法 05:39:30





 基本思想: 每次选择两个参数进行优化，固定其他N−2个参数
 参数关系: 通过约束条件α 1 y1+α 2 y2=−∑i=3

n αi y i，确定一个参数后另一个参数也随
之确定

 SMO算法原理
o 参数选择: 选择α 1和α 2进行优化

参数表达式:
α 1¿ y1(ζ−α 2 y2)

o 其中ζ=−∑i=3
n α i y i由固定参数决定

o 史背景: 1998年由 Platt在微 研究院提出软
 目标函数重构



o

o 化形式简 : 将原 N维问题简化为关于α 1和α 2的二维问题
目标函数表达式:

W (α1 , α2)=−α1−α2+
1
2

K11α1
2+ 1
2

K22α2
2+ y1 y2K12α1α2+α1 y1v1+α2 y2 v2

o 其中v1=∑i=3
n αi y i K 1i,v2=∑i=3

n αi y i K 2i

o 核函数 化简 : 利用 Gram矩阵表示核函数K ij=K (x i , x j)

 十八、支持向量机 05:52:07
1.  目标函数优化 05:52:11
1  ）一元二次函数 05:52:19
 化方法简 ：将α 1与α 2的关系式代入目标函数，使其完全用α 2表示
 表达式展开：包含三部分：

o α 1替换为y1(ζ−α 2 y2)+α2

o
1
2

α 1
2展开为y1

2(ζ−α 2 y2)
2k 11

o 交叉项展开为y1(ζ−α 2 y2)α2 y1 y2 k12
2.  约束条件分析 05:52:42
1  ）参数关系约束 05:54:31

 平方项系数：
1
2
(k11+k 22)−k12，其中y2

2=1

 一次 系数项 ：( y1 y2−1)−(k11ζ y2)+(k12 ζ y2)−(v1 y2)+(v2 y2)

 常数项：− y1 ζ+ 1
2

ζ 2 k11+v1ζ

3.  参数更新公式 05:55:07
1  ）平方项整理 05:55:34





 二次项：
1
2
(k11+k 22−2k12)α2

2

 一次项：[ y2( y1− y2)+(k12−k11)ζ+(v2−v1)]α2

 常数项：− y1 ζ+ 1
2

ζ 2 k11+v1ζ

2  ）偏导数求解 05:57:39





 求导结果：(k 11+k22−2k12)α 2+[ y2( y1− y2)+(k12−k11)ζ+(v2−v1)]=0
 符号定义：令η=k11+k22−2k12，ζ为旧参数（标记为α old）

4. 参数更新推导
1  ）合并表达式 06:04:08


 分子构造：包含三部分：



o y2(∑ j=1
n α j

old y j k1 j− y1∑ j=1
n α j

old y j k2 j)
o α 2

old η

 最终解：α 2
new=α 2

old+
y2(E1−E2)

η
，其中Ei为预测误差

5.  优化过程总结 06:05:27
 迭代特性：每次更新使用前次参数值（标记为 old）
 计算技巧：将v i展开为∑ j=3

n α j y j k ij后合并同类项

化关简 键：利用y i
2=1的性质进行系数合并

 注：所有公式严格保持课程中的 LaTeX格式，时间戳与课程记录完全对应，图片插入
位置与讲解内容匹配。省略了课程结尾处与下一章节的衔接内容。

6. 决策函数构建


 参数迭代关系：通过分析新旧参数(α old和α new)之间的关系，发现存在可迭代更新的数
学表达。

 决策函数 成组 ：决策函数内部核心部分为∑α i yi K (x i , x )+b，其中K (x i , x )表示核函
数。

 预测值定义：定义 g(x)函数表示未经过符号函数处理的预测值，其表达式为
g(x )=∑i=1

n α i y i K (x i , x)+b。
 误差计算：预测误差e i定义为g(x i)− y i，表示预测值与真实标签的差异。

 参数更新公式：推导得出α 2
new=α 2

old+
y2(e1−e2)

η
，其中η为分母项。

7.  核函数 用应 06:08:37
 核函数作用：将低维不可分问题映射到高维空间使其线性可分，避免显式计算高维特

征。
 常见核类型：

o 线性核：K (x i , x j)¿ x i
T x j

o 多项式核：K (x i , x j)=(x i
T x j+c )d



o 高斯核：K (x i , x j)=exp(
−¿∨xi−x j∨¿2

2σ2
)

8.  非线性问题转化 06:10:07
转化原理：通过引入松弛变量ξ i允许部分样本分类错误，优化目标变为：

 min
1
2
¿∨w∨¿2+C ∑ξ i

 对偶问题：转化为对偶问题后，仅需计算样本间的核函数值，不直接处理高维特征。
9.  算法收敛性 06:11:37
 收敛条件：当所有样本满足 KKT条件时算法收敛：

o α i=0⇒ y i g(x i)≥1
o 0<αi<C ⇒ y i g (x i)=1
o α i=C ⇒ y i g (xi)≤1

 停止准则：当参数更新量小于预设阈值或达到最大迭代次数时停止。
10.  支持向量机总结 06:12:37
1  ）参数更新与约束条件 06:12:40


 未剪参数 :  更新后的参数α 2
new需要经过约束条件检验，记为 α 2

new ,unc（unc 表示
unclipped）

 约束条件:
o 线性约束：α 1 y1+α 2 y2=ζ（ζ为常数）
o 边界约束：0≤ α1≤ C，0≤ α 2≤ C

 约束检验: 需验证α 2
new ,unc是否满足上述三个约束条件

2  ）优化问题与约束条件 06:14:26





 几何解释:
o 边界约束在α 1−α 2平面上形成边长为 C的正方形可行域
o 线性约束根据y1 , y2关系分为两种情况：

 同类情况（y1= y2）：斜率为-1的直线（135°）
 异类情况（y1≠ y2）：斜率为 1的直线（45°）

3  ）不同情况下的直线斜率 06:16:18





 同类情况:
o 约束方程：α 1+α2=k（k= y1 ζ）
o 直线特征：斜率为-1，截距 k可正可负

 异类情况:
o 约束方程：α 1−α 2=k（k= y1 ζ）
o 直线特征：斜率为 1，截距 k可正可负

 可行解：必须同时满足线性约束和边界约束的交集
4  ）目标点取值范围的计算 06:18:14





 同类情况边界值:
o 最小值 L：max (0 , α1

old+α2
old−C )

o 最大值 H：min(C ,α1
old+α2

old )
 异类情况边界值:

o 最小值 L：max (0 , α2
old−α1

old)
o 最大值 H：min(C ,C+α2

old−α1
old )

 剪辑规则:
o 若α 2

new ,unc<L，则α 2
new=L

o 若α 2
new ,unc>H，则α 2

new=H
o 否则α 2

new=α 2
new ,unc

 参数更新公式:
o α 1

new=α 1
old+ y1 y2(α 2

old−α 2
new)

o 通过迭代更新直至参数收敛
5  ）参数更新与决策函数 06:27:48





 SMO算法原理：将高维优化问题分解为多个子问题，每次只优化两个参数（如α 1和α 2
）

 参数更新步骤：
o 无束求解：先得到未经剪辑的α 2解
o 约束处理：根据约束条件对解进行剪辑，得到α 2

new

o 关系推导：通过α 1和α 2的关系式求出α 1
new

o 参数更新：将α 1
old和α 2

old更新为α 1
new和α 2

new

6  ）决策函数与支持向量 06:29:34





 决策函数 成组 ：
o 权重向量：ω¿需要所有样本点的参与计算，通过拉格朗日乘子α i和 本特征 性样 线

组合得到
o 偏置项：b¿只需特定支持向量即可确定

 支持向量选择：
o 筛选条件：选择0<αi<C对应的样本点（位于间隔边界上的支持向量）
o 计算方法：任选一个符合条件的支持向量代入公式b= y i−∑ α j y j K (x j , x i)即可

求得b¿

 参数更新验证：利用新得到的α 1
new和α 2

new可以验证是否改善了模型性能
7）参数 b  的更新 06:31:04





 参数更新条件判断
o 参数更新前提：只有当α i

new满足0<αi
new<C时，对应的样本点(x i , y i)才是支持向

量，才能用于更新参数 b
o 参数表示方法：更新前的参数记为α 1

old , α2
old ,... , α n

old，更新后仅α 1
new , α2

new 化变
o 分情况讨论：

 情况 1：α 1
new
在(0 ,C)范围内

 情况 2：α 2
new
在(0 ,C)范围内

 情况 3：两者都在(0 ,C)范围内
 情况 4：两者都不在(0 ,C)范围内

 具体更新方法



o

o 通过α 1
new更新

更新公式：
 b1

new¿−E1− y1K11 (α1
new−α 1

old)− y2K21(α 2
new−α2

old )+bold

误差项定义：
 Ei=∑ j=3

n α j
old y j K ij+α 1

old y1 K i1+α2
old y2K i2+bold− y i

 计算优化：利用之前计算的E1避免重复算
 通过α 2

new更新

更新公式：
 b2

new¿−E2− y1K12(α 1
new−α 1

old)− y2 K22(α2
new−α2

old)+bold

o 特殊情况处理
 双支持向量情况：当α 1

new和α 2
new都在(0 ,C)范围内时，b1

new=b2
new，直接取任

一值

 无支持向量情况：当α 1
new和α 2

new都不在(0 ,C)范围内时，取bnew=
b1

new+b2
new

2
 误差项更新



o

更新公式：
o Ei

new=∑ j∈ S α j
new y j K ij+bnew− y i

o 支持向量集合：S表示所有支持向量对应的样本点集合
o 更新意义：完成参数α和 b的更新后，需要同步更新误差项Ei以进行后续迭代

8）变量选择与 KKT  条件 06:45:14


 量方法：采用两阶段选择策略



o 外 循 ：遍 所有 本， 反层 环 历 训练样 选择违 KKT条件最严重的样本点对应的α作为
第一个 量变

o 内层循环：在第一个变量确定后，选择能使目标函数值有最大变化的第二个变量
 选择原因：

o 违反 KKT条件的变量更新能保证算法收敛（Osuna定理）
o 这种选择方式能显著提高收敛速度，避免随机选择导致的低效

 KKT条件作用：
o 作为选择标准，违反程度越大说明该变量越需要优先更新
o 保 每次迭代都朝着 足最 解条件的方向 行证 满 优 进

9  ）二次规划问题 06:48:06


 基本形式：

o 目标函数：min
1
2

xT Q x+cT x

o 约束条件：A1 x≥ b1, A2 x¿b2
o 其中x∈ Rn

 分解策略：
o 将大规模QP 分解 多个问题 为 QP子问题
o 在 SMO算法中，将 N维α向量降为 2维进行求解

 收敛保证：
o 选择违反 KKT条件的变量进行更新能确保算法收敛
o 这一性质由 Osuna提出，但缺乏 格的数学 明严 证

 实际应用：
o 通过分解降低计算复杂度
o 每次迭代只需处理少量变量，适合大规模问题求解

10  ）支持向量机与二次规划 06:51:32





 QP 化问题转 ：支持向量机的优化问题可以转化为二次规划(QP) ，其中：问题
o 目标变量α替代传统QP中的 x，维度为 N
o 矩阵Q的元素为k ij y i y j，其中k ij是核函数值
o 向量 c为全-1向量，对应目标函数中的线性项

 约束条件转换：
o 等式 束约 对应∑α i yi=0
o 不等式约束0≤ αi ≤ C通过拆解为α i≥0和−α i≥−C实现

 分解定理：大 QP 可分解 若干小问题 为 QP子问题，只要找到违反 KKT条件的样本即可
保 收证 敛

11）KKT  条件的应用 06:55:36
 条件构成：线性 SVM包含 9条 KKT条件：

o 3条来自参数偏导（ω ,b ,ξ）
o 6条来自原始约束和对偶约束

 关键推导：
o 通过 KKT条件得到对偶问题的解表达式
o 黄色部分对应参数偏导条件
o 粉红色部分对应原始问题约束

 物理意义：KKT条件既保证了解的最优性，又明确了支持向量的判定标准
12）非线性支持向量机的 KKT  条件 06:56:49
 映射：将x i替换为φ (x i)，用核函数k (∙ , x i)表示
 条件改写：

o 第一条件：∑α i yi=0保持不变
o 第二条件：∑α i=0保持不变
o 第三条件：C−α i

¿−μ i
¿=0（向量形式）

 变量关系：
o μi

¿=C−α i
¿，故μi

¿≥0等价于α i
¿≤C

o 综合得到0≤ αi
¿≤ C

 支持向量判定：



o 当0<αi
¿<C时，ξ i

¿=0，对应y i g (x i)=1
o 这类样本即为支持向量，位于间隔边界上

13）支持向量与 KKT  条件的关系 07:02:51


 KKT条件分析：
o 当α i

¿=C时：
 松弛变量ξ i

¿必须满足ξ i
¿≥0

 对应y i × g(x i)≤1（落在间隔内或错误分类）
o 当0<αi

¿<C时：
 ξ i

¿=0，对应y i ×g(x i)=1（正好在间隔边界上的支持向量）
o 当α i

¿=0时：
 ξ i

¿=0，对应y i ×g(x i)≥1（分类正确且在间隔之外）
 参数更新依据：违反 KKT条件的实例点需要优先更新，特别是违反程度最大的样本

点。
14  ）变量选择策略 07:06:10





 外层循环选择：
o 策略：遍历所有训练样本，选择违反 KKT条件最严重的α 1
o 判断标准：根据α i取 与值 y i g (x i)的关系判断违反程度

 内层循环选择：
o 策略：在选定α 1后，选择使¿ E1−E2∨¿最大的α 2

o 数 学 依 据 ： α 2
new=α 2

old+
y2(E1−E2)

η
， 其 中

η=K (x1 , x1)+K (x2 , x2)−2K (x1 , x2)
o 收敛加速：差值越大代表参数更新步长越大，收敛速度越快



o

 参数更新公式：

o 未经剪辑的解：α 2
new ,unc=α 2

old+
y2(E1−E2)

η

o 剪辑后解：α 2
new={ H if α2

new , unc>H

α 2
new ,unc if L≤ α 2

new ,unc ≤ H

L if α2
new , unc<L

o 其中L=max(0 , α 2
old−α 1

old),H=min(C ,C+α 2
old−α 1

old)（当y1≠ y2时）
15）SMO  算法总结 07:08:10





 算法输入：
o 训练集T={(x1, y1), ... ,(xN , y N)}，其中x i∈ X ⊆Rn, y i ∈{−1 ,+1 }
o 迭代精度ϵ

 初始化：
o 取初始值α 0=0，迭代次数k=0

 迭代步骤：
o 记第 k次更新后的参数为α k

o 遍历所有训练样本，选出违反 KKT条件的变量α 1
o 根据¿ E1−E i∨¿选择差值最大的α 2
o 使用优化公式更新参数
o 检查所有参数是否满足精度要求：∑i=1

N α i y i=0,0≤ αi ≤ C
o 若 足 出满 则输 α̂，否则返回步骤 2继续迭代



o

 停止条件验证：
o 对于0<αi<C：需验证y i g (x i)=1（支持向量）
o 对于α i=0：需验证y i g (x i)≥1（分类正确）
o 对于α i=C：需验证y i g (x i)≤1（可能分类错误）
o 所有 需在精度验证 ϵ范围内满足
o

 算法特点：
o 分解思想：将大QP 分解 多个小问题 为 QP问题



o 高效性：每次只优化两个变量，解析求解更新公式
o 收敛性：Osuna定理保证算法收敛性
o 适用性：不限制支持向量数量，适合大规模数据集

十九、知识小结
知识点 核心内容 考试重点/易

混淆点
难度系数

支持向量机
（SVM）介

1995年由 CC老师和薇薇老师首次
提出，用于分类任务，基于几何间
隔最大化原理

与感知机、
逻辑回归的
关系

⭐⭐⭐

支持向量机
的分类决策
函数

符号函数形式：sgn(ω·x + b)，与感
知机类似

决策函数与
逻辑回归的
联系

⭐⭐

几何间隔与
函数 隔间

几何间隔：样本点到超平面的距离
（带符号）；函数间隔：去掉分母
的简化形式

几何间隔的
归一化处理

⭐⭐⭐⭐

线性可分支持向量机 通过硬间隔最大化寻找最优超平
面，确保训练数据完全可分

唯一最优解
的证明方法

⭐⭐⭐⭐

对偶问题求
解

通过拉格朗日乘子法转化为对偶问
题，利用 KKT条件求解参数ω和 b

支持向量的
筛选与 b 的
计算

⭐⭐⭐⭐

⭐

支持向量的
作用

决定分离超平面的关键样本点，位
于间隔边界上

非支持向量
对模型无影
响

⭐⭐⭐

优化目标 ‖最小化 ω‖²，约束条件为函数间隔
≥1

目标函数与
约束条件的
数学推导

⭐⭐⭐⭐

算法流程 → →构造优化问题 求解对偶问题 计
算ω和 b→得到决策函数

实际计算中
的数值稳定
性问题

⭐⭐⭐⭐

例题分析 二维数据点（ 3,3）、（ 4,3）、
（1,1）的分类超平面计算

支持向量的
确定与间隔
计算

⭐⭐⭐
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